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De binis quibüslibec functionibns homogeneis secundi 

ordinis per subsütutiones lineares in alias binas trans- 

formandis, quae solis quadratis variabilium constant^ 

una cum variis theorematis de tränsformatione et 

determinatione Integralium multiplicium. 

(Aach Dr. €• G» J. Jacobif prof» aath. Refiofli«) 



Introductio. 

l. 



& ropositis inter variabfles 

Xij a^2 • • • • ^n ®t Xif yi • • • • yn$ 

n aequationibus linearibus huiuimodi 

&ojle patet, ooeSBdeiites a!^\ ^onim eit numerus n 
posse, ut data functio quaelibet homogeaea seoundi ordioia variabilium 
Tij x^ • • • • Xn traosformetur in alianft Tariabilium ^i, X2 • • • • Xny quae 
fiolis earum quadratis constet, simulque summa quadratorum variabilium 
non mutet valorem^ sive fiat 

Nam baec altera conditio sibi posoit aequationes conditlonales numero ■ ^ -^ 
porro cum de functione transformata supponatur abiisse producta e binis 
variabilibus conflata> accedunt aequationes —^-^ — ; ita ut babeas aequa« 
tiones conditionales numero nn^ qui est numerus coefBdentfum substitu- 
tionis adbibitae. Unde problema determinatum est. 

Pro tribus variabilibus est problema tritum illud de superficie se-* 
cundi ordinis revocanda ad axes superficiei principales« Problematis geno- 
ralis solutionem nuper dedit CK Caucby (Exerc« de Matb^m* t. IV. 
pag.161« sqqO« Quaestiones de eadem re^ a praestantissimo Sturm illu« 
stri Academiae Parisiensi conunissas^ nondum lucem vidisse dolemus» 

Sit functio^ in quam proposita transformatur, 

CiO^B JoDittal d. M. Bd, XIL Hft. 1* 1 



2 1« C. G, J. Jacob i, de transform. integraliiim muhipHcium» 

inveuiuDtur quantitates G^y G^ . . • • G^ut radices diversae aequatloois alge- 

braicae n^' gradus/ qua» CK Cauohy demoDstravit^ omnes fore reales. 

Qiribus determioatui, coefficienttunii qaanim ope y^ per TariaLiles jti, jp, .... 

• ••.jp„ exhibetur, 

a['^\ (4'"> .... ttl'"^ 

quadrata et binortim producta per unioam G^ ratiooaKler exprimuntur ; 

atque inveoitar^ coeffioientes ip^ius x^ in Faloribus ipsarum ygy yz • « • . 7^ > 

a/ j a" .... a^^K 

quantitatum Gi^ G2 •••• G^ respectii« easdem functiones esse. 

Coefßoientium quadrata et producta illa modo singulari sequentibus 
exhibebo; quo saepiua caiculis complicatia oonciDDitas conciliatur« Consi- 
dero enim quantitatea 0%^ G^.... G^j quae per aequationem illam n^' 
gradus a coinitantibus fuoctionis propositae pendeot, tamquam functiones 
harum coostantnim ^ atque demonstro, quadrata et producta illa aequalia 
fore ipsis earum diflerentialibus partialibus, secundum coostantes iHas sutn- 
tis* Sit enim functioiiis propo&itae terminus quilibet in ar^^i ductus^ p^n^xj 
inyenio . . , . dGm 

Unde videa^ unica formata aequafttoae /z^ gradua, prebleua oonfiei. Qurppe 
euius radicea dant expressionem tranaformatam j earutnque differentialia 
partialia sumta secundum constante» functionis tranafbrmandae, quae aequa- 
tionem illam a£ficiunt, dant coefficientea substitntionia adhibendae, 

Formulae concinniorea evadunt pra formia apecialibuSy quas func« 
tio transformanda induit; qiiarum unand et alteram acouratiua examioo. 
Ubi etiam pro tribua variabilibua aequationem cubicam ita exhibitam inve- 
niv ut ipso oonspectu pateat, radieea eiua omnes esse reales. 

2. 

Demonstravi olim in commenfatione ^yde transformatione integral- 
Vis duplicis indefiniti etc^ (VpU YIII. pag» 253. sqq.)ji ad investigationem 
axii^m principalium supcrficiei secuiidi ordinis --- qui est casus proble- 
matis antecedentis pro tribus variabilibus — usu idoneo quantitatum ima- 
ginariarum facto^ revocari posse transformationem quandam integr$dis sim« 

licis^ cuius in analysi frequens usus esf^ 

y2 3y ^^ 



ar 



/: oy_ 
f G — C . cos*/ — 6, smV]* * 



U C. G. J. Jucobif de frätufonn. miegraÜMm muliiplicium. 3 

Quae peragilur traiisformatio ope sobstitutiODis huiusmodi 

• ^ y — y'cosr — r"siiiy 
gin(P as ^ 1 i — £ :L^ 

^ m — a<cosy — «"siD^ 

Propter quem utriusqiie problematis coDsensiim fit^ ut etiam bio locum 
habeat determinatio ooefficiMtium sobstitutionis adhibitae per differentiialia 
parfialia ipsarum G^ Giy G^ sumta seoundum constantes /^ m etc. Quae 
quantitates ia boc problemate mveDiuntur ut radices aequationis cubicae 
(x — {x + /w) (ar + n)—l'lXx — O+m'/w^x+zw) +/i'/2'(x+/i) ^2Vm'n' = 0. 
Ita e. gv. dedi X. c. pg« 320.30 formulas^) 



aa 



{G^&)(G—G'*) * 



— ap — (e — G';(G— G'O* 
quas expressiones 9 b! aequationem cubicam allegatam in auluiiuiii vooasy 

vel ipso intuitu patet^ fore 

dG a BG 

Eodemque modo pro reliquis obtines: 

BG II BG^ n n BG^ 
^^^m^ aa= ^, a a ä ^^ 

ßß = |^, ß'ß'=:-.^.^, /3-ß'' = _^. 
^'^ am' dm' "^ "^ dm 
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ö6 yy^_iC, .. //„_ÖG. 



porro: 



fl^,-._£^ flV -^ Ö'V-— A£l 

dG , / ÖG' ., a ÖG" 

TransformatloDein plane similem, dociii in alia oommentatione an- 
teriore (YoL II. pag. 234.)» adhiberi posse ad dupfiois integralis transfor- 
mationem* Sit euim 

linde Xf y, s nee non u, v, w oonsiderari possunt ut ooordlnatae punoti 
sphacrae, cuiin radius = 1 : demonstravi, coeflicientes sedeoiin o, ß, 'y eto. 

*) Loco citato pro G, Gx, G,t scriptwn ioTfpi« GG, 6,6t, ^s^c 



4 1« C G« / Jaeohi, de ironrfl^rm. integraKum muäipUdum. 

ita detenninari po«M^ ut locum habeat substitotio 

^ "" *+ j'»+ j'^jr+ j'"*> 

tfmulque funotio data 

a + a'xx + a''yy + a^''«« +24'a? +2b''y +2b'''z +2c'yz + 2c''«a?+2c'''a?y 
abeat in hano expressionem 

Ipsis G^ Gif G29 G3 rite determiDatifl. Sint dS^ diS^ elementa sphaericae 
8uperfioiei| quae coordiuatis x^ y^ z et Uy Vp w reapondenti probavij e 
Bubstitutioae adbibita sequi 



-f/z 



Und« habetur "" (5+*'x +«":,+*'"-)• * 

/z: BS 

*A/a+a'««+o"/y+a"'i*+26'x+26">'+26"'*+2c'/s+2o"*«4-2c"*a?y 

ey '^ 

G — G,uM — G,vw—C» '<"*'* 
QuM est transformatis integralis dupHciS| de qua diximus. 

Et hoo probleroa, adnotavi in commenf atione supra citäf a (Yol. Till.), 
ope quantitatum imaginariarum idonee adhibitarum coaveiure cum pro- 
blemate algebraioo initio proposito, casu fuatuor Tariabiliuin. Unde et 
hio locum habet determinatio coeffidentium subatitutioDis adhibitae per 
differentialia partialia ipsarum G, Gn G^, G^ sumta seoundum quantitate» 
a, n\ a" etc., quippe a qutbus constaotfbui illas peadere, 1« o» demon» 
straviy ut radices aequationis biquadratioae : 
= (o — ar) (c' + x) (c" + ar) (o'" + ar) 
—c'c'Ctf— »)(c'+a;)— c"c"(a— x)(a"+a:)— c'"c'"(« — »)(ö"' + a7) 
— b' b' (o"+a?)(ö'"'+ x) — b" b" («'"+ x) (c'+a?) ^b"' V" (o'+ x) (a"-{- x) 
+ 2c'c"c"Xa—x)-{-2c' b" b"'{a'-\.x')-\-1c"b'" A'(rt"+ar)4.2c"' b' b'\a"'-\-x) 

Ae reapse, hao aequatione in auxUiura vocata, e formnlis a nobis traditis 
(Yol. n. pgg. 240. 41.) ipso Intuitn dediH^ seqoentet: 

^'*'=§|, «v=-§|^, ß'ß' — 4^, yV— I!?, 



1» C. G* Jm Jaeohif de transform. integraUum miäiipliciHm. 5 

porro 

*»' — w. ..'=^, 0P'=ISr. yy-»!^. 
*'"=^24pr. ««"=^. ßß""^. yi'^H^.. 

* * ~ 2ö:?^> * * ="20?^^ ** ^^ ~27P^» y >^ = 2^> 

^^ =~2a^^ ^* —25^» ^p -2d^^^ yy =25^*)- 

Quas formulas^ sicuti antecedeotes, propter usum earum frequentiorem 
hio in conspeotum exposui» TraDftformatioiiein similem adhiberi posse ia« 
tegralibus tnultiplicibus cuiuslibet ordiuis^ adootavi \. o. (Yol. Till. pg. 350.)« 
lo qua geueraliter constantes^ quae integrale /ztuplum transformatum afB« 
dunt, inveniuntur ut radices aequationis algebraicae {n^'Xf ordinis; qua* 
rum dj£ferentiaba partialia sumta seoundum constantes, quae integrale pro- 
positum afficiunt^ suppeditant substitutionis adfaibendae coefficientes« Quae 
traufiformatio generalis de problemate algebraico generali eadem ratione 
derivaturi quam K c« pro casibus /issS^ 72=4 indicavi. 

3. 

Problema^ de quo dictum est^ algebraicura ita generalius concipi 
polest, ut in locum summae quadratorum variabilium proponatur altera 
quaelibet functio homogenea secundi ordinis transformanda ; sive propona* 
tur, binas simul functiones homogeneas secundi ordinis cuiuslibet numeri 
variabilium per substitutiones lineares transformare in alias ^ quae variabi« 
lium solis quadratis constant* 

Sint functiones transformaf ae : 

•) Ul formulae !• c, tradltae cum Ins convcninnt, scribendura est — 6^, —6,, 
«— 6, loco G'^ G^\ G"*i (juanütas arbilrarla x pooi clebet =: 1 ; porro 

ar = co8t/;^ y^=i%\n^co%tp, x=s tin i^sioqp, 
Msscosv, f;ss8io9co8i>| wz^üatisiaü'. 
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exprimantur porro yariabiles propositae Xiy X2 • • • • x^ per variabiles 
Jx^yi • •^ • yn ^P^ aequationum huiiismodi : 

Facile pateti problemate proposito tantum determinari rationem, in quibua 
aiint qaantitates G^^ H^ et coeffioientium ß^'\ ß^'^ • • • • ^^ quadrata veF 
binorum producta. Nam si loco y«^ quod licet 9 scribis Pnyu^ designaote 
/>« factorem constantem arbitrarium , quantitates iUae aimul per eundem 
faotorem p^Px diyidi debent« Quotientes 

Gl G, Gn 

W,' Hl •••• H„ 

et hie invenis iit radices diversas aequationis algebraicae /i*' gradus« Deiade 
eoeffideiitiuiii ß^,''^, ß^''^ • • • • ß^'^ quadrata et biaonim producta, divisa per 

Ggf aut H^y per unieam ^ ratiooaliter exprimuntur ; porro quantitatea 
inveniuntur respectire ut eaed^m functiones quaotitatum 

Gj G, Gn 

Hl* H,'"' K 
Quantitates ^ si rumus spectas ut funetiones constairtiuii) | quibus 

datae functiones trausforroandae afFectae sunt, et hie elegantiasime per dif« 
ferentialia earum partialia, secuodum constantes fllas sumta, exprimi possunt 
eoeiScieiitiuip quadrata iila et producta, dirisa per quantitates G^ aut H^; 
eaque aingula binis modis, sive constantem, secundum ^am diflferentiatur, 
ex altera functione proposita, sive ex altera sumas« Sint enim termini 
earum in x^x^i ducti px^x^,^ J^u^k'j intenio: 

^' ^-^ - U:^ Gidi ' 

Hx ""^TiT^ Gl " öj • 

Unde etiam hie, unica aequatione algebraica n*' fradas fonnata, totum pro» 
blema conGcitur» 

In commentatione III. de Int^alibus Duplicibus (Yol. X.) demon* 
trayi, quaestiones algebraicas, quae casui nss 3 respondent, ad transfor« 
mationem et deterroinationem integralium ^uplicium commode applicari« 
Qua de re placuit, sub finem herum qoaestionnm generalium theoremata 
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in commontatione oitata de integralibus duplioibus iaventa a<I iutegralia 
multiplioia cuiustibet ordinis exteudere, quod per easdem methodos suocessit« 
Jaro singula accuratius persequaraur« Quae alia Taria theoreniata 
aigebraica et analjtica adstruendi oecaaionem suppeditabunt« 

P r o b 1 e m a I. 

Invex^ügare substitutiones lineares huismodi 

y^^=z(i\ a?i + cti ar2 + '**»4-a^ ^«> 

r2 = < ^i + < J^2 + --* + < ^nj 



fuibus effichtur 

simul^ue data functio homogenea secundi ordinis variabilium Xi^ 0^2 •••• 
•••• x^ transformetur in aliam variabilium Yiy y2 •••• Tnf ^^ 9^^ bina- 
tum producta evanuerunt,*' 

4. 
luvestigemiiK primum yarias relati^ne»^ quae inter coefficientes pro« 
positos iocuin habere debent^ ut conditioni primae satisfiat^ 

1. Ä;,jri + ar2jF:, + ....+jp«ar^ = 7j7x+r2r2 + -.«*+r«y«- 
Ac primum , ut substitutis ipsarum y^ yi • • •• yn valoribus aequa* 
tio illa ideutica evadat, fieri debet: 

Propter has aequationes, substitutis rursus valoribus ipsarum y 1 y jx •••• 7» 
valoribus^ identica fit etiam baec aequatio: 

3. ^x = <ri + </2 + »**-+a^"^rni 

coius ope yariabiles propositae Xi^ X2...^Xn exprimuntur per ^i > 72 « • • • /»• 
<^uo8 valores ipsarum xi y x, • ••• x^ si rursus substituimus in aequatione 
(l,)^ nancisoimur, ut identica evadat, formulas sequentes: 

i<'^ a^/^ + <«> a</) + .... + (^r a)/ > == 0, 

Yidemus es: antecedeutibus , quod maxime tenenduro est^ tales existere 
inter coefficientes propositos ^/"^ relationes^ ut propositis n aequationibus 
Unearibus huiusmodi^ 
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earam resolutio sappeditet n aecpiationes sequentts formae^ 

linde etiam vice versa harum resolutio illas suppedttah Porro animad- 
rertOy e quaque relationum illanim sea quae ex iis sequuBtur, statim nos 
eruere alteram^ coefGcientium indices inferiores cum siiperioribus permu- 
tando» Qua permutatione simul variabiles j^i, Xi •t•^ jk^^^ et jr^, /2*«'* J^ 
respective in se invioem abeunt« 

Aliae relatioues inter coeOQcientes propositos^ qoae e (L) sequuntur, 
derivari possunt de relatiohibus algebraiois generalibus^ quae locum habent 
inter ooefficientes aequationum linearium propositarum aliarumque, qnae ex 
earum inversione seu resolutione obtinentur« In quaestione nostra aeqiia- 
tiones propositae et inversae eosdem coefficientes habent^ nisi quod iilarum 
aeries horizontales coefBcientium harum verticales fiunt et vioe versa« Hino 
ex unaquaque eiusmodi relatione generali casu nostro relatio inter ipsos 
coef&oientes propositos nasoitur« 

Supponamus, designantibns a^*"^ datas quantitates quaslibet» ex n 
aequationibuB linearibus propositis huiusmodi 

par notas regulas resolutionis algebraicae haberi aequationes formae: 

fpsum A supponimus denominatorem communem valorum inoognitarum^ 
qui per algorithmos notos formatur; sive fit 

signo summatorio ampleotente tenninos omnes, qui indioibns aut inferioribus 
aut superioribus omnimodis permutatis proyeniiint; sigois eorum alteroantibus 
seoundum notam regulam^ quam ita enunoiare licet^ ut termino ouiiibet per 
eertam permutationum indicum orto idem Signum tribuatur^ quo afBcitur 
productum sequens eonflatum e differentüs numerorum ly 2^ .. .. n 

(2— 1)C3 — l)....(/i~l).(3— 2)(4— 2)....(/i— 2).(43-3) etc., 
eadem numerorum permutatiooe facta« 
Eadem notatione adhibita, sit 

ubi ipsam 6 e quantitatibus ß^'^^ eodem modo compositam . accipimus^ quo 
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A ex ipw dr^ compoiiitur» (fva^M statutii^ obferro fierit 
M geaeraliui: 

De qoa formola generali (6«) oum pro varüs Taloribus ipsius m, tum in« 
Aoibus et Bttperioribus et inferioribus onmimodis permutatisi pennuUae aliae 
^miles fwmiike prf^otmi«» 
Gera nostro fit 

iJeoqiM 

mide (5*) suppedital formiilam in quaestioiie nostra prae eeterb memo« 
rabttem: 

aire: 

Porro fit e (6.) easn nostro; 

puae relationes (7«), (8.) {iS| quaa |« anteoedente traditae sunt| e^unotae 
relationes praecipuas fionttituunt, quae inter coeffioientes propoaitot locum 
habent^ quoties datur conditio 

Ad demonstranda tbeoremata algebraioa generalia (5«)^ (6.) aiedio« 
dum aingularem iu auxilium vocaboi qua saepius non ineleganter uti licet« 
^amquam re» etiam par metbodos notas liquet» 

Sit 

ac aupponamus^ dignitates negatiyas expressionum X^^ X^y .... X^ evolTi 
respective aeeundum dignitatea deseendentea ipsanim Si^ ^2 • • • • ^n > porro 
dignitates negatives ijpsarum T^ ^ Ta • • • • '^n otoIti respective secundum 
dignitates descendentes ipsarum y^^ y^ .... y.w Deaignemus porro per 

m t 

ooeiBdentium termini in ipsa U^ secundum potebtates variabi« 

Iium Xif xt •..• x^ eerta ratione eroluta* 

Cfen^tlomald. lLBd.XD. Uft.]. 2 
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piiibus statotisy demonstraTi m oonunentatione anteriore: 

fj Exercilatio algebraica circa discerptionem singularem fractionum^ 
fuae plures variabiles involvunt 
(Vol. T. pag. 344* Bqq.)^ fore: 

sire etiam, quod id<nn est, 

ao generalius; yiy*""y» 

r x:'<»....<" 1 _ t fY:'r:«....r:"i 

derigDantibus ri ^ Tj • • . . r„ ac «i ^ ^2 • • » • ^n Dumeros quoalibet integroa 
sive posithros sive negatiros. 
Sit ex« gr» 

Ti =s r2 • • • • = Tu B= — 1^ 

formula (IL) e (10.) in hanc abit 



llTi Y^....Ynl 1 



B 



quae est formula {b^ 
Sit porra 

Tx = r» . . r • Sä r„^ ^ — ly r„i+i «» Tjn^-a •• • • = r,i ^ O, 

formula (11.) iu hano abit 

f * ] =, jr-^ \ * ] 

ExpressTones mieis inclusae variabilium Xi^ x^ .... x^ et /m^.!^ 
/iiH-2 '^ -• ' Xn tantum positivas dignitalea contincnt^ uti per assignatum eFO« 
lutionis modum liquet« Hinc cum 6os tantum oonsideremug terminos^ qm 
a Tariabilibuft iilis non pendent^ io expressionibus X^^i^ ^m-^ •••• X^ 
ponere licet Xi=i x^ •• •• x„,^=^Oy in expressionibus Y^^ T^ . . .. Y^ po« 
nere licet y^i+i ==7m+2 . . . r = y„ ä 0. Quo facto patet e (9.), (10.), fore 

— ■■ " ■ .■■■■■ —M tfk'f-i /rtx* '^ 
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r L_i 



Unde habemus 



quae est formula (6.)« 

Formula (9.) aut (10.) prae oeteris attentioiie digim videhir; aKam 
eius infra videbimus applioationein« 

7. 

ConditioDi primae^ ut fiat 

si adiungimus alteram^ ut data functio homogenea seoundi ordiais ia aliam 
abeat^ quae solis quadratiB variabilium eonstat^ problema determinatimi esse 
vidimus* lam varias examinemus relationes^ quae ex hac noya couditione 
ortum ducunt. 

Si y data functio transfonnaDda ; sint termini eius in ar^^xi ^ x^x^ ducti 

ubi supponimus 

Hioc functionem V ita repraesentare licet: 

quo notationis modo intell^imus^ sub signo summatorio numeris x, h tribui 
valores \^ 2^ ... • n. 

Sit functio transfofiiiatai 

F= 2ö^,i x^xx = 017171 + ^2X272 + — + <?»7«rn1 

substitutis formulis 

si singulos terminos inter se comparamus^ nancittciinur : 

quae valet formula^ sive x, K diversi> sire aequales sint* 

Vidimus supra §«4«^ eas existere inter coclBcientes propositos rela« 
tiones, ut datis n aequationibus linearibus^ 

^x==a;yi+cCy2+---+a!r^rni 

inde aliae n sequantur hae 

Ym = a^r^jTi + <'">jc,+ + aJr>x„, 

aimulque fieri 

2* 
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xi*i +*j«i +••••+*»*. «»r»/i +r2r« +•••' +/»r- • 

lequitur e (12*): 
porro 

De aequatione (13.) facile etiam huno dedims generaliorem: 

15* c,^ , a^ ji + a,^ <yj,i + • • • • + fl^is» ^«,i — 

quae et ipsa valet, sive s^ > diversi, sive aequalas smt« 

Ex eadem formula (13«) sequitur adhuO| adrocattB formal» §«4« 
propositis : 

Id. Gxa^rt+ö,a^7a + ..*.+ö,aj["\7^«ai^je4r4 + a,,i.jPa + -...+ö^ 
Potitia in hao formula loco X Taloribus 1, 3, • • . . /t et quadratia^ quae 

uide prodeunt^ aequationibuS) obtioes summando: 

Sequitur generalius de formula (16«)f ^^i omnibus relationibus^ fuw inter 
variabiles Xif Xt •••. x^ et variabiles Jif y% ••••/» locum habent, loeo 
ym9 ^i '^''Wtt/ statui posM G^y^ atfue a^^ Xi + a^^^ a?a—- + ««;t «?»• Quo 
facto ex. gr. (17.) e (1.) prodit. Quod n iteratfe Tidboa adhibetur theo« 
fema, expresaioaem (p^y,y,+ GPyy,....^<p^y^y^ 

per ipsas jtii t^ •••• Xn exhibere lieet^ designante p numerum poiitiTum« 
Adbibita euim substitatione indicata^ de expretsione illa provenit 

Dati autem sunt expresaionia illiua ralorea pw Xi^ x^ • • * . x^ exhiblti pro 

Supponamus porro, e n aequationibua huiusmodf, 

aeqoi per roBolutionem: 

ubi per theorema notum fit ruraua 

*) Facde anim probatar geaeraliM, qnoties ex n aequalioiiibiifly 
•eqaantiir n aeqoadoaas 
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Hiao posito e (10t) $ 

iiiiiiilqae loco x^ Talorem tkm^ 

oomparando terminM mym duotos io utraque aequadonit parte^ aanoiiciiiiiir: 

Facile autem patet^ quod infra probaibinius |. 8^ esse 
uodtf babetor: 

Ex hao fonnula memorabili coiivanta cum (13.) riihtinmi in ümmbus 
formuUs assignatis^ coeJ[ficientibus a^^ mdem manentibus^ loeo a«,a 
poni poue: >,.» ^ t..» 

immmodo simul loco G^ scribatur ^n Quo fticto igitiir de ralore ex« 

per Xif Xt • • • * '« exhibito deduois Talorem ipaius 

(fi ^ Gl ^ oS 

Deduouniur es:« gr« e (19.) formiilae aequenfes^ quae formufis (12.)^ 
(1&) raBpondent, 

2®- aing;^::^^ 



w 



2. .t12±«i,i a2^)*..*aM,«xB&«.ttff.-)*^«r,) vr,-f-««<«+^%»*<^'>^ 
atiam • n ae^oationibas saquentibos 

seqat lias; ' 

Nam ax aeqaatioDibus (1.), (3.) seqaUar 

Qoa in formula »abstitutis aequatiooibu» (2.)t »i comparamaa in Qtraqm aai}Qatiambas 
part^i temunoa in w^ dactos, babes aequationem (4.), quaa probanda arat. Qootiaa 
ag^lssmi^Kf quod in quaaationa oöstro Jociim habet, aeqnationaa (1.)^ (3.) eaadem 
flunt ; oada etiam earnm inraiiaa {Z\ (4t») aaadem fiari dabeati aiTO 

Cataram tix monitu «gH, axprasaioaem 

per anodam alforithmum fofmalam aceipt, quo axpraaaio ji f« 6, alst quod loco 9^'^ 
lATeniatiur a^ i. 



• • 
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G^G^^...Gn G, G, 6« 

De quibus fädle etiam haec sequitur: 

quae fonnulae propositae respondet: 

Porro de tbeoremate antecedente aive de (2K) sequitur, in relationibus 
Omnibus y^uae inter variabiles Xiy X2 •••• ^n ^' variabiles y^^ y^ #... y^ 
locum habent, simul ]oco y^ poni posse ^y at^ue loco xiy 

lam ipsam coefißcientium propositorum et quantitatum G^ afferamiis de- 
terminatioDem« 

8. 
In aeqiiatione (13.) m loco X potiis valores \y 2 • • * • n^ habes 
n aequationes h'neares sequentes inter n quautitatea a^,*"^^ d^^^ . • • • ai*"^ ; 



23. 



== c,,2a?"^ + K2- GJai-> + . . . . + ö„,,a^'">, 



• • 



Quae aequationes cum terminis constantibos careant^ ipsas d^^^y a^^^ . • • • a^*^ 
ex, 118 eliminare licet. Quo facto inter coefißcientes aequatiomim linearium 
(23.) invenitur aequatio conditionalis , ciii valor ipsius G^ satisfociat ne- 
cesse est. Quae per notas eliininatioDis regulas iuveuitur 

r = o, 

supponendo^ expreMionem T provenire de expressione 

terminis Cj^i, 1X2,2 • • • • o„^n mutatis in 

^1,1 — Xy^ a^^^-^x^ ..,• a„.„ — Xy 
ac statffto xrsi o^. 

Si loco indids m eius poniipus ralores 1, 2 .... /i, proveniunt « 
(23.) ciu^modi n srstemata aequationum liuearium; e quibus singidis nan- 
clscimur^ eliminatione incognifanim facta, aequationem condhionalem: 

r = o, 

cui pro sioguUs valoribus ipsiiw m satisfieri debet, pdnendo ipsi« x valo* 
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rM Gl y G2 .^.. G^. ünde quantiCates iHae G^^ G^ . . . . G^ itt radiCM 
oequatioois r = determicaDtur« 

Pitfet e oompotttione assigiiata ^ius T^ duB teriamum duoCum ia 
samroam ipsius x potestatem proFenire ex miieo termiiio 

(a^x — 4r) (aj,2 — a?) .... («,,»— a?), 
ideoque esse ( — \ya^. Uode habetur aequado, respectu ipaiiis x iüentica^ 

r « (G^— jp)({?a— op) . • . . (G^—x). 
De qua, posito xsssQ^ prodit 

G1G2 •• •• G^ «= S + aj^i «2,2 •• ••^w,fi> 
quae est formuia (18.) ai^ra apposita« 

Quod attmet ipsam ipsius F tbrmatiooeiD , observo, si rigno sum« 
matorio «9 amplectamur expresnones inter se di versus y quae pemutatM 
1, 2| 3 •••• 72 proveniunt, fieri: 

r =5 2 + ^1,1 «2,2 —i 0„,n 

^JP*S2 + ai^l«2,2**«*«ii-.l,w-4 

+ar^iS2±iri,i «2,2 •••• ««-.2,1»-.« 



±ar^^S±«,,,«2,2 
Qua iD formuia exprestio 

*5.2±«i,l«2,2.«**«iii,« 

, . . ii(»— '1).... («+1 — m) 

deaiguat summain *-^ 12 expressionum , quae e 

S + «1^ 1 «2^2 • • • • ^niym 

proveniunt, »im ^ ^ ^ 

looo indicum prioruin simul ao posteriorum 1, 2, .... m scribimus omoi- 
bu8 modifl, quibus fieri potest, m alios e numeris 1, 2, 3 .... /7« 

9- 

Postquam qnantitates Giy (72 ... r G^, ut radices aecjuatioDis alge- 
braioae n}' ordinis inventae suut^ earum ope coefficientes proposUi deter« 
miuaDtur. Nam una qualibet ex aequationibus (23.) ablegata, e rebqui^ 
m — 1 aequationibus rationes^ in quibus sunt quantitates a^^'"^, a^'"^ .... a^^^ 
per uQicam G,„ rationaltter exprununtur« ^ibus ioventis, e (4») quatili» 
tates ipsas obtiues. 

Eiim iu fioem in elpreasionibus b,^ i $» 7« loco «j, 1 ^ «2, 2 • • • • ««^ n 

«1, 1 ""^ G^ 9 «2, 2 •" Gjn f • • • • «n, n *" G^ , 
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quo mutetar i« % \n V^* Code facile coimtat, emn tak i^^i sssi^. , etiam fore 

Qinbus statutis^ de aequatioDibiM (23«) ablegata >i^ aequatione^ e rdiquiti 
II — - 1 aequatioDihus per regulas DOtas algebraioas erais : 

Unde oum ait 
habec 

Ita posito loeo m^ x valores iy 2 .... n^ ooeflidentes omoea proposiioi 
per ipsas G19 6f«« G« determinatos babea; et quidem a^,"*^ oi^^....oiir^ 
per unieain Om% qmnim adeo rattones per quaDtitatem illaui rationalker 
exhibeiitiir« 

De formnla $• 4* tradita^ 

sequitur per (26.): 

De qua aequatione, obsenravit Cl. Cauchjr^ sequi, aequationis algebraioae 
propesitae radioes G^ G^ .... Gn omnea esse reales. Sit enim, si fieri 
potesty &mf G^m' pv coniugatum radioum imagiDariarum, formae 

eum £^^ ^7/^ siiit respective fuoctiones eaedem quanfitatum G^^ G^»^ 
etiam B^7^ ^^'^ enint par conitigatum quantitatum imaginariarum^ sive 
forma gaudebunt^ 

Unde emn productum e binis conflatum B^JI^BS;^^ semper positiVum sit, 
aequatio (27.) locum habere non potest«^ Qua de oausa radices aequatio. 
nis propositae imaginariae esse nequctintv 

Eadem de causa patet^ quod supra taoita supposuimus^ pro ipsis 
Gi^ G2 • • • • ^11 Bumendas esse aequationis propositae radices div^rsas. 
Nam si eiL. gr. pro Gmy Gr^' eandem radicem aumsissesp foret 

neque summa (27.) ut summa quadratorum eTanescere posset 

CoeTficientes propositos aliter adhuo determbare licet atque fit p^ 
formulas (26.)c Nam cum rationes, in quibus sunt quantitates af^^^ a^^^ ... 
>.. al*"^ non mutentur, singulis mnltipticatis per eandem quantitatem a^\ 
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formiilaiD (25«) etiam bimc in modum repraesentare licet < 

Dnde poni poteet: 

De qua^ pomutatis tc, X^ etiam baeo proyenil^ 

Uode cum sit 
leqiiifur; 

quam igitur quautitatem ndemui pro iudieibus omnibus iliferioribus eaiii* 

dem valorem servare« 0inc locoT^"*^ auDpUdter scribenuu JP^""^; quo hßto 

babetur: 

28. 1^^4"'>aS'»^ = Bl^J. 

Ipsam quautitatem JP^"*^ determinare Uoet per eequationea 

de qua^ substitutis aeqiiationibus (28«), deducitur 

29. i^'^>«Bi;2 + BSr^ + .... + J3C7)} 
unde ist e (28.): 

quae (ormula perinde valet^ sive %y A diTersi^ sire iidem siat uunieri« De 
hac formula ipsiun aV"^ babes ^ poaito Kssx et radioe extraeta j euius Si- 
gnum arbitrarium est; deinde .de valore ipsius pt!^^ e (30.) reliquos coef- 
fioientes (t^^\ a[^^ etc» deduds^ ponendo Xj^sl, ^ etq» 

Adnotemus adbuo formulas^ quae e (30.) fluunt sequentes; 

31. B^B2rV=^Bi:aiBi.^2> 
unde quoties Ksszi^ hfzsiT^'^ 

32. BJ7iB<J:)^ = B<7iV 
Alia adbuc ratione formulas (28.) sive (30.) non ineteganter dedu» 
eis de formula supra tradita (20.): 

Quod fit per consideration^n sequentem. 

Supponamus enim^ in functione data V augeri konstantes 

omnes eadem quantitate ^^ unde ipsa F augebNur expressione 

I [jPl ÄTi -j- JP2 ^2 + ••••+ ^n^n] i 
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ideoque expressio transformata 

augebitur quantitate 

Yidemus igitur^ constantibus if^ i, a^^^ •••• a^^^ aucth omnibus eadem 
quantitate ^y etiam fuantitates G^ G2 •••• G^ omnes eadem quantitate 
\ augeriy coefficientibus a^J^^ iisdem manentibus. 

Sit iam |s=«- G«,^ sire mutentur quaotitales ai^i, ff^^t • • • • tf»,m io 
a,^i — ©„,, öj,» — G«> •••• «[»,» — Cm> »imulque quantitates Ggy Gj.... G„ 
in Gl—- G«i9 G2 — G,M9 •••• G^^^G^. Quo facto in altwa parte aequa« 
tioois allegatae tbit i«,2 in B^J^l in altera eiranesöiint termini oomes^ niai 
terminus 

Ö/^ /^ * **^ 

qui in aequentem abi^ 

ubi in producto 

(<?i — GJ(G,— GJ..^.(G,— G^), 

facforem evanescentem Gm^-*-G„t omitiis; quod in eiuamodi productis in 

aequentlbus quoque tacite supponemus» 

Aeqoationem (18«) etiam de (12.) deduoere lioet^ qui^^ ^lae sog« 
gerit idenlicer 

de qua formula e (7 ) ipsa (1^) wqnitur» Demoustrata (IS.), per eon- 
siderationes antecedentea ex ea statim aeqnationem generaliorem deduob: 

«(Gl— dr)(G2— ar)....(G,— x). 
Unde habetur demonstratio maxime directa, pro Gi^ G^ • .• . G^ statnen- 
das esse aequationis F = radioes dit/ersasm 

Comparata (33.) cum (280^ (300> prodit; 

34. P^'^'=(G,^G^)lG,^G^,..{G,^GJ:=^:iy+m%'^ 
Kotum etty haberi 

COi~öfj(G,-G«;..-.(G.-Gj«— r;, 

siquidem statuitur ^^ 

post difierentiatiofiem posito x=^ G^. Hinc habetur etilam e (34*): 

35. -r;=Bl,-;>+B^";)+....+JB<-v 
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Forro e (30.) sive (33«) habes: 

3Ö. alr>aji'"> = — ^^^ 



10. 
lio modo yalde siogulari exhibeämus iam expressiones (t]r^ä[''\ 
videlicet per differentialia partialia ipaius G,^, sumta secimdum coQStantes 
^«•1 9 ^^^ datam functionem F affidunt« 

Revooemus aequationero^ cui satisfieri debet : 

in qua, m substituimus yalores ipsarum x„ 

ungulos Gomparando tenninos naudsdinur ; 

37. S«,,iair)ai"') = 0, 

38. 2a,,aal">arJs=G;„. 

Iam aequationem (38,) differentiemus» 
Eum io finem observo^ esse 

ideoque e (130: 

undee(4.) 3g ^ a^aö.aW «(,"•) = 0. 

Itaqtie io diflerentiatione expressionis 

m(m) JW^*^! 

Tariatkmi ooefGcientium at"*^ supersederi potest, ut quae evanescit. Hinc 
difiPerentiata (380 secundum a^^a, habes^ quoties k et A diyersi suat^ 

40. 2a^,~>ai-"^ = |^, 

quoties x = Xt ;)/; 

41. air^ai*?^!^. 

Quae sunt formulae perelegantes. 

dG 

Yalorem ipsius -^—^ inyeois ex aeqnatione F = 0, 

dTm 



1 *' 



Mf^ dGm öfljc.a 



3 



m 



1. c 




Iw 



41. ^zTzC- 



TT' 
er. 




4i. «;■*«;-' = 



r. 



rr. 



4S. 



,» 



rr« 




M^M imir 






r 



er 



■ • • ■ 



'■f 



•5 «^I + -^ «-1 

er . ^r 



•••• I i _ . •^«f 



fr 



c 



i^,''«+?:^^''-^ •+?^*'-» 



• • 



Quoties «,^s=ffa^, AffercntaGs 



— . .. ^ er . . ' 



i k aivcni «nit^ Quo cmd, podto iMiper ««— C., «j^— C., , 

r — C, loeo ffj^, «^« .... «pj,, e t h e w — Mte So 



(«.). 



&«tttMDM 



v*»*»» 



obi 



inmerus mteg«r, sive poMÜTW, «re MgüiTw, ifiililaUg 
ionaliter per ipsM <i«u exprimere Geetw Poaito enim 
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quantitatem P e reguUs not» oombioatoriis per ooefiGcientes aequationis no« 
strae F s=:0 rationaliter determinare licet. Qua inreiita^ habes e (40«X (41.)* 

n - ^'^ 

Si /isss — 1, statu! debet 

Qu! casus fomulam (22«) auggerit* 

IK 
Cl« Cauchy loco dtato in oommentatione inscripta 
^ySur l'Sjuation, ä faide d0 lafueJle an determine ies Mgälit^s 
seeulaires etc.'' 
problerna^ de quo baotenus egimu8| farnquam problema maximi minimive 
coDsideravit; quo quaeruntur valores Tariabilium Xi^ x^ •••• x^f pro qui« 

simulque data functio V maximum minimumve Talorem ioduat« Cuiui 
problematis solutio e solutione nostra hunc in modiun fluit« 
Nam e conditione inter variabiles stabiiita^ 

sequitur 

Unde» si G^ est maxima quantitatum (?x^ G^ •• •• G^^ erit 6^. maximus 
Talor ipsius F; quoties G^ est minima quautitatum G^^ G^ .... G^y crit 
G^ minimus valor ipsius K Quem induit F yalorem^ variabilibus /i, 
72 ^to* praeter y^ etranescentibus omnibus^ und! fieri debet ym^=^ 1« Hinc 
autem prodeunt valores, 

jr^ssaV^, X2 = a^r\ •••• ^H^cL]r\ 
Unde videmns , investigationem valorum variabilium Xi^ x^ .... x^^ qoi 
ipsam F maximan minimamve reddant, eandem esse atque ooefiicientium 
^(m)^ ^(m) ^ ^ ^ ^ ^(m) . ^(qy^ inTestigationem valores maximi aut minimi ipsius 
F eandem atque quantitatum G^* 

Per regulas notas in theoria maximi et minimi , in auxilium vacato 
multiplicatore m^ determiiiantur valores quaesitos ipsarum x^ per aequationes, 

dF ör dr 

Fit autem 




22 i- C- ^' ^* JMCobi^ de iran^orm imitgrmihm mmUiphemm^ 

Dnde habetur aequatio 

Qiiae eadem est atque (13.)« n insuper ponhur ^sszG^m Ad qoas igitur 

aequationes quibus solutio problematis oontinetur^ hie sine uUo cakulo 
pervenitur. 

12. 

Sub finem fonnas qsasdain speciales datae ionetieiiis traosfonnaii- 
dae y consfderemiis^ pro quibus aequatioBi algebraiea^ a cuius resobttioiie 
proUema pendet. nee noo Taloribus ooeffieieatium substitutioiiis adhibendae 
maicHf oondiuiitas oottcüiatur« 

Suppooainns primurn^ datsm limctioiiem F oomposituD esae e& 
ipsis Tariabilium quadratis atque insuper e quadrato functionis Knearis 
nabilium cuiuslibet; sire sit 

Hoc casu fit 

^„. = ^« + «»««i ö*,2 = «,öai 
unde aequatio f. 7. proposita : 

in sequeotem sbit, 

siquidem statuitur. 

n = fl^jTi + aaarx4- .•.. + tf.jr.. 
Hinc habetur 

quo valore ipsarum x; in aeqmtione anteoedeute sobstituto, prodit 

'^^ A, + -rf, T^-*"T^ ><, » 
siquidem statuitur: 



P=I+£ii^ + f3i^+....+ 



Hinc ipaam x, per zc^j» W2 •••. z^« axpressam habes per aeqimtioiiein: 






1 C. ijp J. Jacobi^ de iransfarm. iniegraüum multiplicium 23 

unde multiplicatjone faota per A^J^,,^.A^P^ ßt 

Hac aequatioDe comparata cum sequente^ 4.7« propoüita^ 
faoOe probatur^ baberi: 

S + ^l^l^fj^« • • • • fl^Hjfi =S ÄJ «^2 • • • • "^it • ^> 

unde etiam: ^ ^, 

. ^mJl -— "^.-^i-^i • • • • -^nr^ ^'> 

» ^l -«» • • ••'^n I D ^*Öx I 

*«'•- — :i;; — r-^J 

Quamvia emm utramque aequationem comparando^ tantum aequalhatem 
babei fractiontim: j j j 









famen^ cum in aingulis fraotionibus numerator et denoniinator . sint f uno 
tiopes integrae^ guae faotorem commuoem non babent^ separatim aequales 
poliere licet naineratorea et denominatores« Nam eo casu et numeratores 
et denominatores tantum iactore sumerica inter se dillere possunt^ quem 
factorem vel ex vmM termini eomparatione oognoseas« Ita babes in ex- 

pressione £±01^102^3 ••••^n,» «nicum terminum fl^j,i 0^2,2 •••• ö;,h > de quo, 

posito a,^ =£ a^9^'\-Ag. productum JiA A^ provenit; qui cum 

etiam sit terminus expressionia AxA^....A..P^ ex unius huiua termini 
aequalltate cognoscis, neo foctore numerico expresaionea iüas diflerre; ideo« 
que, aicuti proposuimn«, numeratores iUos et denominatores exacte aequales 
esse» Demonstrationes simfles in sequentiboa breyitatis causa 8i:qpprimo» 

Demonstrarimns f« 8«^ expressiottem 

r = (Gl — x) (c.— jp) . . • . (ö„— Ä-) 

prodire ex expressione £±^1,1^2.2* ••^»»iiy mutato a^^^ in o^^n'^x; quod 
casu nostro idem est ac si mutamus A^ in A^--^x. Hino cum Substitute 
valore ipsius P habeatur:: 

obtinemus : 



2» 



1. €• B, J. Jafhi, de trwmrfarwu iMtegrmHiam rnrnÜipSdum 



io A^ 




Vif c?2y *•*. &S9 ■dnt 

MMiro Ufern ot «c li mntetur ^ is ^. — G^i quo CmI» 
p ci MMCit , Bme^ sre s, X Man mre direni anf , 




'*^ 



«2?=— «,«j 



C^,~g.) (^ — G,)....f^ — C^ 




per (33.) f. IL 






{jis—G^y:Ai—G^y{ß^ — G^){G^ — G^)....{fi^ — G^y 
et ip« Tikt fonNria, nre x, X dkcni mt, sre aequakk 

o^'^aS") per wcuB G« exidbffi pfa«^ 



ae poiilo port dÜTarmtittdoBan x=s C«, Uberi: 
üaieft: 



i^^«i-: 



} 



C^,-C«j(^ —C-)' 









k IMM lOnBQM ■HKS 

'« — Gä'V G^ — 6«b«G, — iK«... . G« — Cm 



A.—^ 



ünde suistilutiOf fum mdhibita ohtmetur: 
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jü. 



«' 



Fofina aeqpiaticmis n^ graäm 

= 1 + -;^*^^ + -;^ 

fk cuius MMolutiODe problema pendet^ eo conmiodo gaudet^ ut ipw totuitn 
pateat^ radices eius onmes esae realea^ adeoque earum limitfi» assigoari 
powint« 

Statuanuii^ esse 

gint quantitet« p^vtiyae« Qua Statute, iridemus, decresoente x %. 4» 
usque ad ^«^ri^ simul exprassionem 

decresoere a -f^oo usque ad — oo| unde isAßt J^ et^jr^-i una oerte radix 
aequation» i^positae iacet« Porro decresoente d& a +^ usque ad A^^ 
decrescit expressio proposita a 4*1 usque ad — *co, unde etiaro inter «f-o^ 
et A^ radix aequatioois posita est» Hino emoes aequ^tionis propositae ra« 
dioes et reides sunt, et siogulae positae sunt in siugulis iutervaUis seriep 

-^ oo j Ai^ A% • f • • A^% 

S Iknitibus assignatis fiidle etiam patet, quot aecpiationis propo- 
tttao radioes positivae, quot negativae sint« Statuamus eum in finem^ e 
quantitatibus A^^ A^ ..k. A^ esse m posidvas, n^m negativas, ita ut 
e quantitatibus A^^ A„^i se proxim^ insequentibus altera positive , (sdtera 
negalira sit* Quo Statute, faoile probatur, prent e:!ippreBttO 

aut positiTa aut negativa sit^ ra^oem inter ji^ et J^^i positam aut nega« 
tivam aut positivem esse; ideoque e radiciLus aequationis propositae aut 
esse mpositivasy n — m negativas, aiitm+1 posiüvas^ n — /»~1 negatives* 

CnBÜfirs louml d. H Bd. XIL Hft. 1. 4 



ft. cc 








« X. 



l* ,* I ♦ 



r « -^ — r. r^ - 







»* — - ■ "^ ~ " '?* 









' ,- . * ^- . I • I . I . , 




I-L 




-M »I»( „. 



^ = 2«^J-.*;, 
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b qua vp9h K, A ndoras onuies 1^ 2 ^•.. ii tribuuntur, ita repraoentari 
poiM: 

y, {'M-+-y'^+;-+'^,'^ + „,J-+ (.,^_„ „,,^^^ 

in qua expressione detiguat m iactorem ooMtantem pronus arbitrarium^ 
atque Dumeris le, X tribuendi sunt valores 1^ 2^ • .. • n — Ir 
Jam per substitutiones lineares eiBdamus: 

Unde funetio F formam induH: 

quae ipsa est forma gj quam anteoedentibus consideravimus« Unde si per 
transformationem secuodam efBoimus: 

simulque: 

duäe substitutiones iunctae suppeditabunt propositam, eruntque G^j G^ •»•• 
..,« G« radices aequationis /i*' gradus: 

Observarimus $o antecedeute^ ex eiusmodi aequatione rel ipso intuitu 
sequi^ eius radices omnes esse reales ^ siquidem constantes^ quae eam aiB« 
ciunt^ t^ales sunt. Unde per eonsiderationes antecedentes demonstratum 
est, si problema pro n — 1 variabilibus solutionem semper realem habet, 
etiam pro n variabilibus solutionem problematis semper realem fore« Hino 
petitur demonstratio nova, quod problema propositum solutione semper 
reali gaudet, quippe quod pro valoribus /2 = 2, /2 = 3 fisioile probatur» 

Quantitas m in anteoedentibus prorsus arbitraria erat; considera- 
mus casum, quo iu iufinitum cresdt» Eo casu, si statuimus, expressionem 

2 + Ö|,l Ö2,2 • • • • ^«— !,JI-1 f 

mutato «,,, in o,,, — a?, abire in jB„^„, emnt jF\, Fj •••• ^n-i radices ae- 
quationb B^,^ =0; porro On^n — ^^ «d>it in — oo* lam vero e §o ante- 
cedente, siquidem JF^, F2 •^•* F^^ magnitudine sc exeipiunt| quantitates 
Gi^ G2 . . • • 0„ positae eiuul in iBtenrallis seriei 



^ 1« €• 6« /• Jm^^hip dt trmmrform. iniegrmiätm muitipUokntu 

siogolae in siogulit» Uodei posiio mss^f Mquittir^ radloei M^pjitfkmift 
FssO sire quantitates 6^1» 6^ •*•• 9« potites esse auigiilas ioter biusi 
radioes aequationis B^^^sszO^ magnitudine se proxime iosequeotes; praeter 
maxunam^ pro qua altera limes est +^f et mioimam ^ pro qua altera 
limea est — 00. Quod et ipeum mV» mode demooBtrant CIL Gauobj« 
fdem etiam huno in modum e fonmtff Mpra traditts derivari peteat» 

Sequitiir enim ex al|[eritbnÄ trätis algefuratm^ d notaliooeni §i 7# 
rursus adbibenMnk w ,^ •«• . ^ ^ ^ 

^«,11 ^^ -^ X »1,4 «V • • • • »11-4,11-1 • 

Unde^ ai ponitur xss &^^ abit B„^n in ^^« Brat autem 

uquidem Pss^i et poet differentiatienem ponitnr xtss G^^^ Zun ai in 



expressione F^ substituiimis looo x radieea aequatioruB FssO eo orAie^ 
quo magnitudine se excipiunt^ eius valoraa altematim podtivae et negaB« 
vae Gunty quod e theoria aequationum liquet« Unde, eum oiT^ ol^C^ semper 
positivnm sit^ etiam valores ipsius B„^^ altematim negativae et pomtivae 
erunt» Cnde singulae radices aequationis B^^ ^ ss poBitae iunt inter bi- 
nas radices aequationis Fs=0 se proxime insequentes^ ideoque vice Tersa 
singulae radices aequationis F=0 inter bfnas aequationis Bk^,.ssO^ se proxime 
insequentes^ advocatis insuper limitibus extremui -{-00 et — w» 

Casu trium variabilium functio F in forma illam specialem ^ quam 
antecedentibus consideravimus^ semper redigi potest« Sit enim: 

V = IxiXx + mx2Xt + nxsXy^2l'x2Xs ^Im'xiXi -{^In'xgXt^ 
ac supponamusy Vm' nf esse positivum; ubi V m' nf esset negatirmn^ loco 
V tantum — V considerari deberet» Expressione illa ipsiiia V comparata 
cum sequente^ 

Hinc aequatio cubica resolvenda fit^ 

^~ * » /'(/ — X) — m'/i'~m'(7/i — ar) — nV~if'(/i — a:} — /'m'* 

Gilius radices ipso intuitu patet esse reales^ quod olim nou nisi per amba» 
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gen a Tiris doctis demoiistntiim lutt^ oum eadem oeqpiatio sub forma ex» 
hibita esset sequentei 

simulque patet ex iUa forma > singulas radices positas esse inter binas 
quantitatum 

*f' — p-i w-;;r^ « — ^-> 

magmtudine se proxime inseqiieiitos; atqtie prouf quantifas 

aut positiva aut ii^ati?a mtf ant tot esse radioes positives 9 quot e quaii- 
titatibus ^,^ ^/^ y^, 

positivae siot, aut numerum ndicum podtirarum iUo mimero mutete ma^ 
torem esse* * Hino proposita aequatione superficiei seouudi ordiobj ad ooor« 
dioatas orthogonales relata^ facOUme diiudicasi an mperfides sit eUipsoida« 
an hjperboloida continua, an hyperboloida bipartita» 

15. 

Supponamus porro^ quod est alterum exemplumi funetlenem /' 
praeter quadrata yariabüium adhuo constare qnadratis duarum funotionom 
linearium Tariabilium; siye sit: 

Quo casu fit 

o»,x =5 Ä»ei + <«i» 
ffinc aequatio $• 7« proposita: 

haec fit: 
siquidem statuitur: 

Brno habetur: 

Quibus valoribus ipsarum x, in eacprossionihus ipsarum 11,11' substitutis^ 
prodit: 



30 U C. G^ /• Jacobi^ de traniform int9gralium muWplidum» 

liquidem pooitur: 






i-il -L flu» J- _i_ git JU 



E duabub illFs aeqüatioDibus fif: 

Subsfilufi^'äutem TBloribufl ipBaruin P» P«^ Pj i , habetur: 

poaitis pro k, A valoribus 1, 2 . . . • /z« 

Yalores ipsarum </> u^ iuventüs sl in expreasione ipsiua x^ aupra 
exhibito substituiiniiS) prodit: 

- a. ^,(^^i-Ai^i)UA "^ -^. "^ ••••'*■ "X"J 

Qua aequatione comparata cum hac §. 7« proposita : 

per eaodem ratiodaationein,_qiia $. 12. usi suinus, obtiuemus: 

*'.» — — i:, v^''' ^'^ Zu J » 



^* 
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Fit autem iparum Pf P%9 Pg^i valoiilitis sub^tuth^ sive %y \ diversi sinf^ 
sive iMem. 

siquidem in summa assignata loco ft ponuntur valores 1» 2, • • • • n. 
His praemissis, cum e §.8.^ mutato a^^^ in a,^« — «r^ abeat 

in 

habetur e valore adstructo i'psiiiiü 2 jr^i.i a«* •••• 0.,».« mutato J, in A„-^x: 

Unde detcrminantur Gi, O^ .... G^ ut radices aeqnationis: 

PötTo statitunus fiu 9. mutaio ff;,,« in^,^,— O^, abire 4;»,z in JB^*^; unde 
casu nostra mutato ^^ io y^ — ^m» ^ valoribus ipsius ^^,j 6«,/ adstructis 
habetur: 

Quae foi*mula raleti si've diversi 6ivQ aeqnatea sitit tiumari x^ K^ oum mii» 
tato '^u '^^ ^n — ^m ^xpreiftio '^^Vi — ^r^r övanesoat# 

E ralore ipaius Bl^^ invmto ^eguitur per (;>3*) $ 9*: 

quae el ip$a perinde valet formulap sive vLj A diversi^ sive aequales aint« 
Qua formula , poatquam quantitates • G^ per resolutionem aequationis alge^ 
braieae adstructae deiemiinatas babesr, coefiicientes propositi determinantur» 
Eladem manet methodus , si fimctio V praeter quadrata variabilitmi 
adhoc quadraiis trinm quarumlibet aut plurium functionum linearitim ?a« 
riabiKuih consiaf 

16. 
Sab finem braviter adhuc agamuft de oasii^ quo funotio f^ gaudet 
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ttve io ipsa F praeter quadrata variabilium lantum uniiis x^ prodoeta im 
reliquaa ioveniuntiir» Ad quam formam fuiicticDem F iaeile revoeas , ai 
pro /s — 1 variabilUiua proUema sdutum acoipis. 

Ex aequatione {i7«j qua quantitatea w^ per Xg eadubentur^ habe* 
mut oaan propontot 

ubi nuniefo % tribueiidi aimt yalores 1^ 2 •• . • ^ — !• Hinc sequitiir: 
qua expresBione m talore iprän w« aiibftli(ut% et podto 
detemnoatiir a^» per quantitatea i^i, ^p^ aequatioDis: 

v*-«=^- — ;^^ — -:^'-- — 5;;t"^ 

unde 

^ua aequatione et anteoedente comparatis cum ea^ qua vice venti ^pian- 
titataa x,^ per w^ exprimi statiümus: 

ebtinetur per eandem raüooioationen] , qua mpra usi sumus; 

=^,^,....^„^,[^,~— ^-^. 2f;;:r"J- 

*».» = lüÄi •«"'♦ 

A^ := ^ + -^' -^* • •• -^'-' . a, «,, 



^Hjji *^" ^1 »"3 • • • •. 'jji 1: 

ubi Dumeris x, Ä valorea couTeniuiit 1^ 2 •«.. /i— 1« 

Ex bis valoribua sequitur mutato a«^ in a^^-^x uveA^ iaA^-^xz 

unde sunt G|^ Cr^ • • • . Gn radice» aequationis : 
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Ferro mutato a^^ hx a^^ — O^ ii?e ji^ in J^ — G^^ prodeuut aequationes: 

«i.» M,-G«) '"" 

«-> » (^,— GJK^— GJ .... (^^,- G«), 

m quarum priina k, \ aiye fidem mto direni statu! possunt. De quibus 

fluimt seqnentes: 

_.,»)„(■,) 2«£i C^. — Om) (^. — C») . . . . (./f — 1 — G,.) 

a« »i -"(^,-(?«)(^i-6«)' (G.-6«)(G,~G,)....(G.-G«) » 

(«)^m) g« (^t — 6^) {A, — Gm) ♦ . . . (-^»-I — G«) 

*' "^ "" -<.-G«* (G.-G«)(6,-G«)....(G,-6„} » 

-C«) „(nO ^ (-^^i — Gm) \Af — Gl») .... {An—l — Gm) 

" " (6.-G„)(G.-G«)....(6.-G^) • 

Unde GoeiBoientes propositl £unt: 

«<«) «. i// U.-G,)U.~G»)....(^.^t-G„)\ 

•» i/ A-^t -<?■>) (^.- G»)....(.4>^~ 0..)\ 
^=^ r V (G,-G»)(G,-G,)....(G,-Gm) /• 

Quae sunt fomralae satis eonctnnae. 
De formulia illi« sequitur etiun; 



«^"—7. 



^-) 



^.-G_» 



Jt 



unde substitutiones adfubendae, ^yarum ope fiat: 
de^ignantibus Gif G^ ••»• G^ radices aequatianis^ 



« . « t ^9^9 ^«^^ ^«—1 



^ ^,1 — X — ^ ' ^ " — -3 ^ • • • — "v ^> 

nane formam concinnam induunt: 

^''^' ft(-) _ i /U.-G^)(^.~G^)->»(^n-Gm) 

** — r(G, — G«)(G\-G«)..,.(0»~C^)* 

AequatioDem propositam ^ cuius radices sunt Giy G^ •••• &n9 ^^ 
ipso intuitu patet, radices omoes habere reales, easque singulas positas iu 
interrallis aeriei: jl ao ^ ^ A -^ oo 

siquidein statuitur ^i^.4t •••«>> ^».a^^ji»!« 

CnIU** loomal 4. IIL Bd. XIL Bft. 1. 5 



34 i. C. G. J. J«c«»i\ 0h IrmmMfmrmu imiegrmämm 

Hb IriMirfifj Um demcuMttmas^ qaomodo per qoMtitates 
■wiH in osnm Toarfat de quaestiooibiB propotitis al^ebraie» d^Aieftl 
traadbmiatio riogobm iüteffwÜB nukiplids quam sequeste 



I • UM 



Problema II. 

„Simiumiur, inier a — 1 vcrimbiles ^, ^ .... t, fmmrum sitn^mm 
„fumiratorum ss 1» alwfuae Vu v^ •••• iV-i, juarum smmmm fumdrm^ 
^torum et ipsa i= 1^ lacum habere aefuatianes Auwinodir 






f» 

?» 



i/^ porro IK dotu fmnctio fuaelibet seeundi ariinis variaiilium ^^ 
^, •• • • t»^ proponiiut, iniefrale {n—T^uflum 

9^r dictas suisiiiutiones traasformare in aliud huiusmodi^ 



/ 



17. 

Supponamus, ipsi K tribotii Taloribos 1^ 2 ... • ü— .1^ fai fornuriit 
anteoedentis problematis ene: 

ubi < = /* — 1* Unde formula 

abh io faaiic: 

2. 1— £^— ^|,— ... — $^^1=^^(1— Vi»!— Vi»» -—»^iw^j. 

PoRO loco a2", (4'^ alT' scrÜMunos /a^'\ — (>., a; quo fiMto e formalb, 
onae de •nbatttutiooSius in problemate atiteeedente adhibiÜB iuimt. 



1. C. C /• Jacobi. de irans/orm. initgroHum multipliciam. 35 

habentur formulae; 

^' a — ä' V, — »" J, .. •. — a<»-'>t;n-i' 

nec Qon <le bao: 



et: 

Uode e (2.)> habetur : 

Formulis (3#) ei variabiles ti|, t^t.^.... t/^^i per,(t> & •••. ^,^-1 et bae 
per illas exprimunfur. 

PorrOy 81 etiam ^ designat numeroa 1, 2 ..•. a — 1, loco a^^^ 
^jrnf ^n,n acnbatuf — On^if ^^xy^* Quo fiicto^. 81 ponitur in problemate 
antecedente: 

hie habetur, ubi iusuper loco 6« seribitur Gy 

— ^ — ^1 ^1 ^\'^^% ^\ V% — *'«* Gw~i Vn^l Vm^\ 

FuncHonem ff^ yidemus esse expressionem secundi ordinis variabtUum ^^^ 
i^2 • • • • ^«^ maxime generaleiDj quippe quae nec terminis linearibus caret* 
Per mutationes indicatas expressio 

S i Öi^i fl^f^2 • • • • ^ii,nf 

abit m hanc f ^ nt^-i ^ j. ^ #» ^ ^ «\ » 

de qua prodit F, si loco a, oj^j, a^,, ..,., 4i,»«i,,^i ponitur t 

*} In hae evpresiibne rormando loco a scriptum putes Og^. atqaae iBdicem 
ipactes tajai<|uam it*^ indicem. 





36 1* C G. J. JatoUp dt trmnrfmrm. imitgraiätm mubipiicium. 

Qtiibus statutis^ e {• 8« £t 

siTO determioantur G, Gi ...» G^x ut redioes aequatiöiiii 

Deiflde e rormulia (40.)9 (41.) $• 10. detarmiiMiDfur coSffideDtium a^"^) 
ü^^^ • • • • ai!L\ qiiadrata et producta binonim per formulas sequentea y ii 
quibus m desigaat numeros 1, 2 ••«• n — 1: 

2 a«->al-> « — ^, a«->a<-i == _ ^ , 



De fornuila (17.) f. 7. sequitur, per eM^em nbathatioiMi 
. obtmeri etiam: 

— K-i + «— i,t |i + «— .,» 6 + — . + «.-1^-1 1, -i]* 
_ G G — G. G. r. r. - ^» g. r . r» ♦• .. — G>-i g—i r.-t r..- i 

Statuamm porro, in formaln problematis aDteoedentts loco b,^if b, 
scribi — bgiy -—*b,f b^ Quo facto ohierTO, ex aequationibut Uaam 

a «-(* Oitfi -{-...•4' '•-(''•-i csxff, 



s«qu Tice Tena: 

(—1)^» 2 + ff«'....o£Li*'= * w + 4iM»i +•••• + *— »Wi,-!, 
(— 1)— »tfi2±«o;....oSl5'>=s », «er +*i,i »i + .... + *i,^ w^. 



HiBC e fonmtb (22.) f. 7* obtineinta: 

». ;ir,r=*— 2»,^— 2*,6..-— 2*^5^+2*^1,5 

j Gv,v^ G V, V, C»b-<>»-i 



1. C. .0. J, Jaeohi, ■ de trarttform, inttgratitim mtdt^Ktftm, 37 

16. 
Bdatwaes bAw coüßxknittt propocftoe, qote de formnlii $f. 4. 5. 
tniSik derinmtttr, hte sunt: 

aa— Ä* a'^a'eT.,, — a«"-*><^*-»> = + 1, 
oio; — aX . .. — o?-»' o«''-'> s= — 1 , 
a' «»;—«•«: . .• — at-»> ai-'> « 0, 



10. 




porro: 



11. 




Sit porro 
inveoitur 






(— l)'^*S+a<<^.^,a£5[*J SÄ ^, 



12. ^ = ±1, 

ao generaliter 

13. ^S±a<.... «!>!:/> s= ±S±aL"'^aft!i">,,,.atl*l 
Id qua formula si looo ap a^'\ a, scriptum pufas a^^^ a[''\ d^\ perma- 
tando Omnibus modis indioes Qi 1, 2 •••. /i — 1 et pro m ponendo varios 
valoresy permultas alias formulas obtines« In quibua aigoum anceps jt^ 
signo sumniatorio praefixum^ fit «{-^ si termioi alterius summae tolis ooefifr- 
dentibus a^^ oonstanti fit fliud — ^ si in terminis alterius sumroae ioveni* 
tur coeiBdeus huhismodi 0^"^^ io terminis alterius ooef&dens aS^^$ ipsis 
Xy X semper designantibus numeros 1^ 'i •••. /i— 1« 

AddimuSy e relationibus appositis sequi , quoties dentur aequationea 

lineares : 

u »ES aw — a'W| — a''i£>, — •••• — «^'^^«^ir-i > 

Ui SS a^w;,-— ttjO^j — a'/ w, — .... — a^.'^^^av-i, 



fieri vice versa: 
riimulquo esse 



r e. 




f- T^ 



ts — «r 1. — ar a. — x^». # 








—— «, 



T^T^ T», 






cc; c 



<rc 



XT. C"7. T 



TT. TT*.... «-jr 







TS 




rF 



<•» ^fc • »• ^* 



■^ 

T 






V 
«" 



1. C. O. /. Jaeöbi, de Irantform. integrälium muliiplicium. 39 

pua fiicta Substitutionen expressio illa abit in hanc^ 

dF 



^ d{, 3|, .•..aS»— i 



dP "" dl/, 3v^ "*' 5v«^i 

sire habetur 

Theorema 1. 
Datis Ji, £2 •••• |»-.i «/^ functionibus ipsarum v^, V2 .... v^i, si 
int er variabiles illas datur aefuatio 

Addoy propositis inter variabiles duabus aequationibus, haberi theorema 

simile: 

Theorema 2. 

Datis, ^ij l^....^« ut functionibus ipsarum Vi, t^2 •••• t;„, si inter 

variabiles illas proponuntur duae aefuationes: 

erit : 

a| iait>».>a|„-2 /^ , 5|t 3^, aj^X at;,3t;^»»>»3vji>-g 

Tf" a» stf j9*_~ V - öt;, ^^ •••• av aF a» _ aF a»' * 

ain-i a£, a^n ai^i äv^^^av« ^^a^i^-i 

Et faoile patet, quomodo haec ulterius oontinuentur» 

Fingamus^ 10 theoremate 1» looo n — 1 variabilium ^i9^....^n-i 
poni n variabiles Xu x^ •••..x^^ looo n — 1 variabilium t/i» V2 •••• v^i 
n variabiles /n 72 •••• T»* ^iot porro inter utrasque variabiles datae 
aequationes in Problemate L propositae, Quibus statutis fit e theore- 
mate illoj advocata (7.) §* 5. : 

dx^dx^ ....dxi^i f^ jLn^ ti (n)N d)\ dy^ .... dyn^i d/i dy^....dyH^\ 

dXn Byn dyn 

SH 

F=jrxa?i + ar2^2..-+^i.^Ä— l=riri+yt/2 ••..+/»/,. — 1^ 
unde. 

öF_ 4f_2v 

habetur theorema sequens: 



3$ !• C. G. J. Jaeobi, de trai^form. integratimn muUiplimim» 

19. 
Subfttitutiönetti propoaifam iam tranifonnandis intpgralibua adhibea« 
must Eum in fioem oonsideremus ^i^ ^2 •••• ^r«*^ atque t/i^ v^ .... Vj^^ 
ut variabiles independentes, de quibiis respeotite ^„^^ v^i per (2.) pen« 
deant« Ao primum posito 

quaeramus valorein ipsius M. lo exerapli«, quae oiim traotavii casibus 
/i =: 3, /z SS 4, in commentationibns citatis inveni : 

1 S. 






JW 



I, 



unde facile coniicis^ fore casii nosiro generali^ 

nj=: ' i::ii. 

At demonstratio ea generalitate hon ita faeilis est. Cuius in gratiam theo« 
remata quaedam generaiia antemittaro^ quorum demonatrationem brevitatni 
causa supprimo« 

Sint ^19 ^1 « • • • ^H^2 datae funotiones quaelibet variabiliiun t/i, r^ •••• 
.... 1/,».« , habetur : 

in summa assignata omnimodis permutatis functionum ^ indicibus, ae sin« 
gulis terminis praefixis signis per notam regulam altemantibus. Quam 
notationem expresstonibus similibus in sequentibus sine uiteriore explica« 
tione adhibebo« Speotemus iam ^19 ^2 • • • • ^n-.^ ut funotiones variabilium 
t/ii 1/2 •••• "^n^f ubi nova variabifis i;..i. a reliquis pendet per aequationend 

designante |„^i et ipsa novam functionem datam variabilium Vi^v^.... ^i-t« 
Hino in expressione 

looo j^ ponendum est : 

hV 

ubi habetur: 



dVx ~ dvn^i ' .dt/« öv, ^tJüZi * dF ^ 



-2/X "5 — 5 — •••• "5 ^l» f\ wf ' • 



1. C. O. J. Jaeohi, de iransform. integrälmm muliiphcium. 39 

pua fiicta lubstitutione^ expressio illa abit in hanc^ 

JJL 

^Ss+^^i ^^> 31.-1. 

sire habetur 

Theorema 1. 
•Da//> $1, £2 •••• |,.-i «/^ functionibus ipsarum v^, V2 .... v;^i, si 
inter variabiles illas datur aequatio 

Addoy propositis inter variabilea duabus aequationibus ^ haberi theorema 

simile : 

Theorema 2« 

Datis,]^iy 1^....^« ut functionibus ipsarum Vi, t^2 •••• t^nj ^' '^'^z* 
variabiles illas proponuntur duae aefualiones: 

m/ : 

Ölt^l» ***' a$„-2 ..«. ^^ 4. Öli ^^» a|>» \ aVt^t;^»».* aVji>-2 

TF'a» STf a* ~\ ^öt;, ^^*'*' dvj BP d* dF 3»' * 

Et faoile patet, quomodo haec ulterius oontinuentur. 

Fingamus^ io theoremate 1» Idoo n — 1 variabilium ^i, ^..•. ^»^i 
poni n variabiles j^i^ Xt •••• Xi,, looo n — 1 variabilium Vif v^ .... v^^i 
n Tariabiles /n 72 •••• T»* S^iot porro inter utrasque variabiles datae 
aequationes in Problemate L propositae, Quibus statutis fit e theore- 
mate ilio^ advocata (7.) §* 5. : 

Stt 

F=XiXi + ar2a?2..-+^»ar^— l=riri+/t/2 .•..+/»/,. — 1, 

nnde. 

habetur theorema sequens: 



40 ^* C* G. J. Ja€oH, de trontfornu inUgrcliwm myUipiieaim^ 

Theorema 3. 
Quotie$ fit per suhstitutiones lineares ^ int er variaiilee Xg^ Xt •••• 
.... Xn otfue /i, jr, .... jr, prapoeitae: 

XiXi+X2X2....'^x^Xn «7iri+ya72 — + nro 
sitnulfue inter variahilee illas datur aefuatio 

^ 9^t9xi.».mBx„^ dy^dy^.»^^dym^Ji 

Quo infra utcmur theoremate« 

20. 
His theoremata addi debeot sequeotta« 

Theorema 4. 
Supponamus, ^i , ^ , , • . ^,^1 datae esse suh forma fractionam 

ubi iä altera summa inter indices permutandos etiam referrl dehet in» 
dex seu index deficiens. 

Si in theoremata anteoedaiita fimotiones u^ Ui^ u^ .... iin«^ par 
eaDdem functioaem / dividuntuTi valores ipsamm In ^ • • • • ^n^ ioda noo 
mutantur^ neque igitiir Talor expressioow 



Unda deduoia 

Theorema 5* 

Si loco funetionum u, u^^ u^j.... u^^x ponitur 7-f 7^9 7^1 • • • • ^^^t 
designante t aliam functionem fuamlibet^ expressio 

abit in 

sive in differentiationibus instituendis denominatorem communem i at 
constantem considerare licet. 

Theorema 5. iam oKm easu /ies3 demoo8tra?i (Comm. II L de 
integr. dupl. Fol. X.) Theoremata generali mfra utemur. Fostremo hoo 
uDum addam» 



1» CG« /« /a|coii| i/# fransfcrm. väegraHunh mutiipiicium. 41 

Tbeorema 6* 
Sint Uy Ulf U2 ü • • • Uff^t ^xpressiontsi lineares aliarum functionum 
Wp Wij xv^ .••• w,t^p datae per aefuutianes huiuemodi: 

u^ SÄ o^ i^ -|" ^ ^« 4* «C ^2+ . • . . + ai""**^ w;,_i , 

24-1/ ^JL, iÜB ^i^^I — /5?4. #i ii' /y" «(««-m ^V 4. wi ^ "'t ^ "^^ ^J??-iA 

Obsenro^ si iunctioiies propositae esseot /i Tariabilkmi v, Vgp v^ .... v„^ » 
haberi similiter: 

X ST 3 — . • ? • 5 = \2rX(^^v^« ••••Äi^l 'I l-»X-5-~ 'S • •• • K '' )• 



«» — ««V, — «, tl, ....-p-aJr 'Vn-,!, 

= ' — -- f 



21. 
Applioemus iam tbeoremata anteoedentia ad sulMtitutioiiein supra 
propMitam : 

in qiia sapponaniin : 

unde e formula (• 17« tradita^ 

ßt etiaoi: 

t;|t;i + t^jVa . ... + i^,-it;„^i — U 
StatuamiiB igiturt 

uade 

dF_^> jöF 2>wi ^ 

Hinc nancisoiiDur e theor. !•: 

siquidepi ponitur: 

Sit generalitor : 

£^^ sr a, — a,V| — a^t/j....—- (e?"*^'^ii-.tf 
ideoqiie 

habetur e theor. 4«: 

- — V — ^— 1 ^ *r II 5 — 5 — • t • • '^ ' I - 11—2 •• • 

Crette's Jmirnal cl. H. Bil. XII. Hf^. 1. '6 



42 t. a C.J, Jmcmhi, de 



B m theer. 5. 

apssly i^=s~vi, »( = — «., X.. B7^ =— r^. 



er 



:i^'"^ 



e tbeor. üo, advoeafai (12.X prodk: 



'^ """ T 



e (3.), («.), (9.), ». 12.: 



»^i > 






^*,?i rr, 



/- CK, TT. rr,-a 
''-iG^ — gt — 57 Gzri 



[G C; G^-«.. Gt 

foniiiilanim prima est tnnsfonnalio proposiia* 




AMmd poBM, qvie ad saluram substitotioaB proposilae jpMlias per* 

poawtt Iatrod«icamu8 emm looo TariabXom ^ f ^2 - • • 
', X|, jt^, .... x«^, quae ab Ulis peadeanl per 




iotcr coeffideotes c^*- reiadoDibus talibus, ut fiat: 

x+XiX. + .-.. + x^x^ = ^f,+3:^H" • • + $^^•-• = 1, 
riatinnrt e problemate primo ut noCas supponemos. 

Sit pofTO : 






1. C. G. /. Jacohi, de transform. intsgreUum muUipUcium. 43 



statuto: 



'' « ~o' V, — a" t;,...._ ttl«-')v^i » 



sequihir: 
fit aatem: 



a — a'w, — a"t>, . . . .—«t"-») «^j * 






nre 



«/ SS ms 

porro 81 H non = 0, 

rive e dl.'): 






porro si m non =£ 0, 

HinoEt 

•deoque j^^f , „ ... 

' M • a - a' w^ _ a" v* , . . . — ai»-^> t;„^i ' 

futroducami» etiam io lociim Fariabilium i/n v^^ •••• t;«-i variabiles ooras 
Yi yi9 Yt t • • * yji-2 9 quae ab iis peodeant per aequationes huiusmodi : 

in qiiibus loco m ponenduin 1^ 2 .... /2 — 2; qiiibiis pro in ssO adddnda 

aequatio : ^ 

— y = j^ [a' t/i + ä" t^ + . . . . +tt^*"'^ i/„-i]. 

His statutisy fit 

porro, si m desigoat numeros 1, % .... n — 2, cum "^ ^ 



Sit C„s=!0: 



I ; rii 



6 



44 !• C G. J» Jnsohi, de trmrform, ihiegndium multipUdum. 

gm 1 ym 

Fit porro: 

ideocpie cum Bit acL^MMzsl^ 

Yariabiles |o ^2 • • • • ^Ji^i ^t rariabfles t/n t^s • • • • v,^^ | quaa ae« 
quatioDibiis satiaCBKnunt 

siibfttitutioDibiis proposids exhibebaotur aliae per alias ope fractionum linea 
rium, si ita vocare licet fractioDes, quae denominatore et numeratore liuea^ 
ribus gaudent« Jam si in locum FariabiUum illarum per substitutiones 
lineares integras aliae introducuotur x^ Xi . . • . x^^ ^^ Xf Xi •• • yn-j 9 
quae et ipsae satisfaciant aequationibiis : 

^ ^ "T" ^1 ^1 "f" • • • • "J" ^n*-2 ^11*^ SS 1^ 

demonstratum est antecedentibus^ substitutiones Ufas semper tales statui 
possei ut relationeS| quibus variabiles novae aliae per alias determinaiitur^ 
hanc induant formam simplicem et elegantem: 

designante /x=5 " i jj factorem constantem» *Idem casu /z=:4 in coo[w 

mentatioue citata (Vol. YIII.) demonstratum invenis. Casu /2 = 3| formu« 
lam similem dedit Cl* G aufs in comm. determinatio attract. 

Adhibitis substitutionibus ^ de quibus problemate primo actum est^ 
functioni ff^ formam conciliare licet simpliciorem^ de qua producta e biuM 
variabilibus conflata abierunt, 

Quae expressio prodit ex expressioue ipsius V^ §• 16« proposifai 

V ^=^A^x^x^'\rA^x^x^....Ar^nOl:n»n^r'^!i^n{^lXt^^^x^. . . + a^i ar„_,), 
si in fraetiooe ponitur rursus 



XiiXi% 

sc 






1. C G9 h Jae^hig d$ trantfarm. itaegraMmn mudi^Ukium. 45 

porro loco J^ip Ji^ •..• A^^x icribitur *-*»<^if —«^2 •«••*-* ^ji^it loco ^i, 
Of •••« 011.1 iautem laj^ i^a •••• i^m^iX denique A looo ^«^ Quo fiioto^ 
e formulis % 10« traditb sequitur^ la nirsnt G soribimiis loco G« •* 

8i?e &, Gl • . • • (7,,^ esM radicet aequationis: 



Haeo aequatio certe /i— 2 radioes reales habet j easque sbgulas posifas 
in intenralliB senei 

siqoidem «^i^^2....^^».t« Reliquae duae radioes aut tmaginariae aut 
reales erunti eaeque^ ubi reales sant^ utraque simal aut inter «-oo et 
—^11 aut inter — ^».i et +oo positae erunt. 

Ponatur^ ut supra^ 

Jn 

ae looo ai^^ a^"' scribamus iaS'^^y ou Quo facto seqnens formula^ quae 
de formulis §• 16« traditis fluit^ 



ym 



"•Xu 






G. 



abit io hanc 






m — — Z^» 



* + ^TfG + .rf, + G — + Jiül+T? 
m qu«y ttbi de valore ipshis al"*^ $. 16. tradito fiuit, fit : 

* ""rV (G„-G;.(G«— G.)....lG'»— G,_,)/> 

** r V(G— G,).(G-C,)"-(g— g«»-«)^' 
Quae fädle Na quoque exhibenhir: 

t i// «ifi I «««t I *■»-« «'''-» i\ 

5^ "" »^ \G^-^Ay T" (6„+^.) ^ (G«+^„_,)* /» 

Hinc, posito: 



1. a C. /. Im€0H, A 







^*^ 









degigwmmtHmt G, G,, G- G,^ rc^Mer ccf«afM«ü, 






/ 












X 



i«rer varickiles ^j ^ .... ^»^ aec A6a in/er tmriaiiimg v^^ ü^ . . . • i/. 

exUtemiihu* oefuaMnibus: 

r«min knioi tnBrfomatiooiB /i — 1 =r2 tradarit CL Gaafs ia 
Determimatio aftraciioMis etc. 

Obficrro, ad aa quHi ottgm 



per¥6Diri ctiam, abi propotitiiin au^ daiam fanct io ae oi W ixjAgti^ m 



Qooü offe aequatioiM bter Tariabiles ^i, ^. ^«^ stafajliiaa 

effiatiHr hone m moduiii. 

Addka enim datae fimctkini Jß^ «xprentfHie «vananente, 

habetur 

Uode iUa pro(fit aeqaatiOj 



!• C Gk «A J^üvblf dftraiu/orm, iniegralinm muJtiplUium. 47 

Ciiius ope determinata jr^ habetur 

Undl) lidömwy ut data functib /f^ modo reati in fortlrain propositani redi^ 
gatur^ radibem Xy si fieri j^osait^ ila eligeadaiu esde^ ut qüantltates 

otnnes positivae evadant ; Bive aeqiiationis proposkae radix x summenda est| 
81 qua datur, inter — A^^ et -f- oo posita. Qiiae ubi datur, observavimus, 
alteram quoque aequationis radicem inter eosdem limites positam inveuiri. 
Uode functioni Tf^ forma assignata realiter conciliari aut non polest 
out binis modis. 

Eadem ratione realem semper inTenimusr f^lutionem eamque uni- 
cain tantum, ubi propositum est, functioni >^ ibrmam creare sequentem^ 

designante m unum quemlibet e numeris 1, 2 n — 2. Soilicct hanc 

formam induit expressio antecedens ipsius ^, si aequationis propositae m 
radix pro x statuitur, quae inter —J^ et — ^,^+l posita est; quae sem- 
per datur eaque unica. 

24. 

Si functionem JIT iam exhibitam supponimtis sub forma : 
fit aecpiatio, cuius radices sunt* (?, G, .... 0^.1- 

+ pw| pw^l yit— t 9<i— I 

Cuius aequationis uiui radix est jp = 0, sicuti fieri debet, cum eo casu 

expressio ar($.ti + la$2.-..+ $n-i |,-.l-1) 

datae fanctioni >5P^ addi non debent| ut formam propositam naociscatur; 
quippe qua iam gaudere supponitur. Radico a? = eiecta, aequationem 
fn^lY gradus obtinemus formae simplicis: 

_£l£i_j..,J!i£2_..., J ?-* ^"~' = 1. 



m 



L C C X 9m€mki, 4» 








rW-'^J. 




•ken» 



fif. fif* 

>1, IMO 




F-» f- 



fit: 



-4 



ü 



p+ 



( 






+(x+tl!';l,/]» 



qood ant ^1 ant ^1, proot x pcMtüra 
tÜNfs, proot expreaao ilb aitf ^1 «ut ^1* 

Caia, qaoB ooBsiderttiwi, hibelar pono 
1, 2, Ä— t: 

»» »■ "^ ^ ■■ ' 




a,a 



_ (G— G,}(G— GJ,„,(G— G,^^ 

■" ^G+^.9. G+j.y,)..-.(G+tW-.f,.,)* 

f^vli ot real» siiit valores^ staiueod» ert 6, 61, i&2» • • • G» 

quoties expmsio 



^) CoMiderationibos simitibus pro tribns ▼«mbiltb«» foclb ia c|«a«tioiiibos €•- 
leh^rrimis d« «tlractiotte ^üpsoidaraai suptrslraxit CL Irorj redoclioae« paacti %t- 
tradi ^^mr%\ ad interaam. 



!• C« 0« J» Ja€ühi, de trmqfifrm^ inUgraUum mutiipikium. 49 

fit >1, erit G radix poMtiva^ qua eo casu aequatio proporita g^udet; quo« 
tias expressio illa fit ^1^ erit GssO, 
Habetur porro aequatio identica; 

Qua düFereatiata et posito post diflPere&tiationeiii stssG^ aut xsm G^ erui» 
tur, 81 valores ipsarum at^dmj tttt adTooamuSi 

^ SS PiPrgiy» -I- PiPag«g« . f »-I p»-.! yM^ yi»^! _. 

(6 + ?i?i)* (6+VaVa)' (G + ff^Vi> 

(hioties igitur G^aO^ fit 

^ 5J5 j Pl Pl P< P» P»-^P»-i ^ 

Collectis anteocdentihus 5 casu quo suppomtuTi quod lioe^ 

gi iomiper scribitur — x^ — G^ loco x^ G^ > habetur tfaeorema «tequens 

Theorema. 
^ Proposita functione 

,, /lorro supponitur : p, p, i p»p» i Pü-i Pn^i ^ j . 
i^^i/?/ Gij Ga» •• * • ^ji^i radices aejuationes: 



PiPx -I PaPa ■ pn-lpn-I | 

„fuae omnes erunt positivaei ae atatuatur: 

^ p.g.i. p«g«g. p-* y*-» ^"-^ 

gl ^ ?. «•-» ,- 

Cfdte'a Joonal d. M. Bd. XII. Hft 1. 7 



so L C & J. Jm€oH, i£ trwmfarm. üäegrmUmm mmhifücimmu 



üc habetur tnuuformaiio iniegrmlis mmliiplieU indefüuia 






{.-i[(p.+«.l.)*+(p.+f.W....+(*ii-»+f-,l^i)»l^ 



Addo, m integnle p rüpoti t am entenditiir wA TaloRS 

etjtm int^rale tranformaCiim exteadi ad Talont OBMt nrUiSiiiBi Vj» 
t/29 •••• t^v-if 7* satiiCMBaot figwartoBJ 

AppIicaÜB qQMilioiubus algdmicis, quas problcnftte L 
ad transformatioiieni sogolarem integralkmi mnltqplicnim: iai 
bat Alis maiorem oonciliemin genefaEtatem, proponendo biaaa amnl lose- 
tiooea qiiaslibet homogeneaa secundi ordnitt per -aobititiitioiiea Üutarct 
fraosfennaiidas id alias^ quae solis TariahiliinD qaadratis coiMtant* Quanna 
fuDCtfOBani attera m probleoute !• erat aumme qiudralonmi va ri a hühan ^ 
ideoque iam carebat prodoctii e hiotf cönfiatis. Qood igitiir problema oon» 
siderari debet ol cams apeeialis problematii. quod sequeatifaiis proponimus. 



Problem IIL 

^ Datas binas fuaslibet functiones V^ W hamogeneas seeundi ar- 
^^,*^ vQriabilium Xi^Xtf * •» • x^ per Substitutionen lineares haimsmadi. 

„trQtufonnare in alias variabilium Jx» y^t • • • • 7a> 

„V sa GiXiyi + G^ytyt ....+ G„y^y„ , 

»^= ^tyiTi + ^t Js Xf • • • + ^-r./* » 
ftjuae solis variabilium fuadratis coastani" 



I* C. Cr. J. JacoH, Je trmfarm. iniegraläan muUipKobmL 51 

Fuoctiones f^, W designemus huno m modum 

quibuB in suminis numeris %> A valores omnes tribiiuntur \^ 2 .... n. 
Statuamus porro 

ita ut lermiDi iu x^gXi ducti, ubi x, X diverai sunt ^ in funotionibuB illis sint 

Supponamus» e substitutionibus propoaitis vioe rersa sequi : 

7i = Äj Xi + a^ Xa . . . . + a'nXny 



Quibus expressionibus variabilium Ji^ y% • • • • Jü aubstitutis in aequationi- 
bus propositis: 

«.1 
aingulos oomparando terminos nanciscimur: 

Determinantur autem coefficientes al*"^ per coeCficientes substitutionum pro« 
positarum ßlT^ uti facile patet, per formulas 

in quarum postrema x^ A, diverai snpponuntur. Hino nanciscimur e (2.): 

IJnde posito bre?itatis oausa 

habetur e (4.)*' 

puae rormuUy posito 1, 2y.r.. /i loco x, suppeditat it aequationes 'se- 
queates • 



52 !• Cr Gm /• Ja€obip dt irrnrnt/wm. integralium muliipUeium. 

» 

De quibns aequatioiubus eüminatis ß^^\ ßi'' *••• ßii'^t hab« aequatioBem 
oonditkMialein ^ S±iJ5/?^...i5Ä= 0. 

De qua aequatione valorem expresUonis 

Gl 

m> 

per resolutioneni aequatioius algebratoae A^ ordioM entis} euius radioea 
omnes obtines, ponendo pro X mlores i, 2, ...... Hinc ü atatniiiM» 

habetur aequatio, refqpeotu ipsarum Öt ^ identioa: 

= S±<.,..„.....,,.(ö-^)(ff-^)....(H-^) 

E quantitatibng autem 6a ^ Hg alteram semper pro arbitm aoo^ere lioe^ 
quippe quaram rationem tantum problemate proposito derterminarii Csioile 
patet« G quibus oum etiam Ii imiotescat» e quibuslibet n— 1 aequatio« 
nibus^ de aequatioDibus (7«) desumtifti obtines rationes^ in quibus suot 

ß^ ß?>, .... ßi% 

per ipsas i!^^/ rationaliter expressas. Unde ipearnm ßi'' valores faoSe do- 

rifantur« 

Adnot«nu8 adhuc formulasi qnae e (2.) Requuntar: 






26. 
Eadem methodo» qua in problemate I. usi tummy ooefibaentium 

ß;^ ßi*> ßlr' 

quadrata et bioomm producta de formulis (7.) deriyantur. Supponamua 
enim aequatione. .7^,^ + /^^«,.... + jjj)«.«^^, 
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de quibus vice versa sequantur: 



abi ex iis^ quae in problemate L adnotavimu8| fit rursus 

Ek siatutis^ fit per eandem ratiodaationem^ quam §• 9t adhibuimus, 

13. ßWßi}) = /,ci)itj),, 
multiplioatore /)^> eodem manente pro onmibus valoribns mdioum n» *'* 
Cuius ut eruatur valor, obserFOy per substitutiones propoutas haberi e (1*): 

porro ubi h, K sunt numeKi diverai: 

15 ?*•** 

(Jnde iam habetur e (13«): 

1 A (1) ... Oz ^_^ Hl 

27. 

Alium modum determinandi quantitates ß^J^ß^i\ nancisoeria diffe* 
rentiando aequationes (14.) seeundum oonstantes a«^.«, 6«^,^, quae fimotio« 
nes y, W a£Gciuot« Eum in finem observo^ fieri e (4.) : 



17. 



habe» 



r ir X ft X X ' ' Jl 



5-^=ß?5ß*+2ö,S<4^)^, 







|a-(}«ß»+2//,S4'>ife, 



54 !• ^« G. ^* Jawohl, dt irmrf^rm. integrolium muUiplidum» 

fonOf quoties x et x^ direni sunt: 

£ (18.) seqoitur: 

e (19.) sequitur : 

Ol fl(i)ft(i) — HidGi'-GidHi G BHi-^HidGi 

^1. P, p, 2Hida,,^ ^ 2 Gl d*,,^ • 

Quae sunt formulae quaesitae. E quibiis Tidemus» etiam hiC) uti io pit»- 
blemate I. magis speoiali, anica fomnata aequatione n^ gradus, odas radi- 
oes sunt Gi 

totiim oonfioi problema. Yidelioet per diffisrentialia partialia barum quan- 
titatum, sumta secundum constantes^ quae alteratram (iinotioneiii pröpod- 
tarn afficiunt, statim habentur e (20.), (21.) quantitates 

unde per extractionem radicis quadraticae ipsi subatitutioiiis propoutae 
ooeffieientes ßL'^' prodeunt. 

28. 
Yalores expreasionum 

de aeqiiatione^ oiiius radioes sunt j^^ iiiTenimiis hunc in modum« Sit 
brevitatis causa: 

est e (9.) : 

«. / = ^(«-f.)(H_^)....(H_^) 

quae aequationes respectu ipsarum G^ H identioae sunt. De quibus^ cum 
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•equator: jt r r n 

24 — • SS Cr, Ua »««» g|» 
iS JETj Jog • • • • JEf ji 

iunul ttatuere lioet: 

- I -^ =s G| ö, • . • • Cr, , 

f Ä =5 ^£ «2 • • • • "» • 

Alteram eiitm quaotiiatem es: iur^ qtiae $• 25. duumus^ ex arbitrio aod« 
pere lioet. Hido aeqoationea (23*) magis conoinne exhibere licet hunc 
io modum: 

26. /ä(G,H—ä,G)(G,H— //,©)... •(G„H—H,G). 

Differentiata hac aequatione seciuidum G^ H^ a„^^,, b^^^y ao posito post 
differentiatioiiem GsszGi, HssHx^ proyenit: 

quo io produGto omitti debet Factor eraoesGeos 

G)Hi — HiGii 
porro fit: 

j/i. «(G, m-B, GxXG^Hx-H, 6,)..-.(6„fl,-fl„6i>5t9§=fi£^, 

4^ « fG.H,-H. 6i)(G. iy,-H. 6,).... (G,H,~H, eO^^^%~^^; 
si?e et (27.): 



29. 



ai dl 

T^ =-^i-^t-~^^l^* 

dl ji 

HidGi — Gxdm __ „ Tb^ _ ^ db, 



a. 



5^ FS 



Unde habetur e (20.), (21.): 



dl dl 



am QU) -_. ^ . ^fy --- ^ .^£*a» 

H» P» — ' M. • JTr "~ n. • ;»! 



dH dG 

Quibos formnlis collatis cum (13.), (16.), of^itur: 



SS 



f. a 6. &/•••»< 



91 




3L 



cG 



2*„i2f, 



rl 



Hic 
et 



2Hir 



Gidh, 

2 Gi c k 



«v»> 



rs^. 




GszGi, U^Hi. Fü pom e (1«.), (27.) (31.).* 

1 



12. ^'^ = 



». ^3^*» 



G Hl — flg ®iy v^» Bi^H^ G^mm •• {GmBi — <BUO])* 



(G^ H — J5f j Ci) v^» flii — Ä, Gü 









• • 




2A. 




•4 i«*i*i+«i 






••••*f-0, 



>2 ■• •• 



f.» 



de 





35. 



{! 






Ftf 



(2 + *l^*2^ •••• 

e (10.), (34.) aiam 

k.H,j.+o:.H^,....+a?>.i5ror.= r., 






ae 





37 *^'J'- 






g^J ^ t^ki i a ii » in bv «equalioBibas 



j. = ttiTx, + tt«x, .... + a«j.; 



T» 



fiMt» de ii poRO d e di il iir ! 
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38. / J- 

urat» cum (35.)» predit: 



i in his aequationibus per cocfBcicnfes a^"' exliibemus coöfilioientes ß^'^ 
neo OOD quantitatet a«^, quod fit per formulas (2), aequaliones illae iden- 
ticae evadere debent. Aflioiuntur aulem coefEcieutes ^^ omnes eodem 
denominatore S±< <....a<->. 

Unde si expressiones (39.) siib eundem denominatorem redigimus, ac de« 
nomioatores in utraque aequationum parte aequiparamtu, colUgitur: 

Unde etiam seqiütur e $. 5. : 

De formula g, G G, __ U,H,....H, 

per twnsiderationes similes üs, quibus $. 5« usi samusy aequationem (9.) 
Tia direota derivare licet» 

Sequitur e (39.), poaito ^, ^ looo ö,,i, b^i, simul aj'^ G«, 

H, abire in ßi*', ;g-, g-j unde etiam -<rf, B, J^^iy B,,i, ßi"^ in ^, -j, 
««,2, *,,i» 4*' abeunt. 

Gnlle's Jonmai d. M. Bd. XO. Hft. I. 8 
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IV. Tbeoremata raria de transfonnatione et determinadone 

integralium mnltipliciiim« 

30. 
His hreiitet aaaectaiD raria tfieofemata de traiHfoniiaticNie H de« 
farmiaatioDe wtegrafiom multiplicioiii « qaae aliam adfaae doeent appCatio* 
■em quaestioDam algebraicaniiQ proposiiarumy atque ia Probfemate IL d&- 
dmiot. Eam in finem antemittimas ^ qnae sequoutor. 

8opp<maiiit0 
sitque 



2« — — ^ j ~ — czf •••• — : — = £ 



-it 



iftcila probator^ fore: 

Sil porre: 

designantibus m^, m, , .... /71, constantw: fit e (3.): 

^ ff g;, ff Jg^ * » * » Xit^i ^^ m,m^«««,ma ff»\ fft\ «•>«ffvn^4 

Sit rursos: 

atqiie 

7tf — 21» ff — 2I1 «f .» y— t , 

habetur eodem medo atque (3.): 

— = y^dvidv^.... ov^ii 

qua ibrinida substitata io (5.), prodit haec formida memorabilii : 

ff JC, CJCj •••• djr»^i ^_^ iWi m^ ,.,, iftn cy| ffy, •••• ff^j 






Habeotor autem e (2.)> i4.), (7.) iater TariaUlaa Xi , X2 , . • . • x« et /i^ 
ya 9 * * • • y» relationes sequeotes. 
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tgj — * , ■ I I f riri ■ I jL ^ 

<3rp 



9. < «Ji^+^^....H-i^f 



»WiViri+'»Irira---*+'wJ>''«>''» = 



x^x^ , «r. a?» , :cnX^* 



« _L TS *^a i «^ 



Si variabiijbuft j^^ » ^2 • • • * «^n valores omaes positiv! tribuimtar, qni aequa- 
fioni (I.) satisfaciufit^ variabiles ^if ^2 •••• ^n-i valores omiies iodiiunt a 
usqiie 009 et vice versa» Siinul Yariabilea v^y 2/1 •••• Pn^i ralores omnea 
indtiunt a usque 00 ^ ideoiiue variabiles y^ /i •••• /n valores omoes 
positives« qui aequationi (6«) satisfaciuDt. 



|A C — /^"^ ^ >r , 3 a?, » . , > 9 JPn-i ^^^ pi^"^ 9ftg9Sa »*** 9?tf— I 



3L 

peterminemus pro limifibus assigoatis Integrare 

£um in finein integrale sab eadem forma exbibeoj qnae pro /issä usi- 

tata est, ponendo 

Xi = cos(p, , 

x^ = siii(PiC0s<p2> 
-- 7 3^3 = sin cPi sin (p2 cos (pj 9 

|jr„ ., = sin cPi 8in ^^^ .... sin (p^^^coa (p^i , 

Xn = sin^i sin(p2.... sin<p„.2siH^»^-.i* 
Quibus statiitis faoUe probatur, fieri 

12. ^^^^^^^ — ^-^^ = 8in''-^"(pxsin'-'(p,....sin(p..a9<Pi5<Pz-...9^n^n 

Uli iam indioavi in cominentatione anteriore supra citata (Vol. VIII.). 
Integrali (/? — Dtuplo inter limites assignatos sumto, anguli (Pi, ^^ ....^^^1 

a iisque -^ extendi debent. Fit autem, qnae sunt forimilae notae, 

y, sin 4;o.p_ 2.4.6.... Am 2' 
, "»^»^»'" 3.r>.7....(2^.fl) ' 

Unde^ quoties n est numerus per^ enrimus 

8* 
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« _ (nVT l 1.3 1.3,5 1.3,...(w— 5) 1.3,. ..(w--8) 
** — W •T-0*OjS""2.4....(i.-4)*a.4....(ii-2r 

2 2.4 2.4.6 2. 4. ...(«— 4) 

3 • 3.6 • 3.6.7 "•• 8.6.... («—3)» 
sive a 

(fr 

13. .5s ^^' 



(n-.2)(ii— 4)....2* 
Quoties vero n est impar, fit 



« __ (n\ » ^ 1L3 1.3.5 1.8.... («.^4) 

** ~~ \2/ 2 '2.4'2.4.6 * * " 2.4....(«— 3)» 

2_ 2j^ 2.4.6 2.4.... (w— 3) 

3 •3.5'3.5.7""3.6....(ii— 2)> 



nve 



14. S^ ^") 



2 



(„_2)(n— 4)....3' 

32. 

Inrento yalore ipsius S^ habetur inter limites asaigDatos 
^graliss 



/ 



'^^ Sy^dy^....dyn^\ 



r-[<r.r.+»:r.r.....+mJ{j'.7J^ "*"• "^^ 



^piae magno usui est formula. 

Ponamus in ea m\^x^ ^*+«> ••••! 'wi+x loco mj, m', r*.. 
•••• I7?K| fit: 



r. 



s 

puaMoiindam quantitates x^ mi^ m^ •••. nt^ diSerentiata 9 alias Tarias eniis. 
l>uGamus (10.) m dx^ atqae integrationem novam institiiamm a 
jpssO usque ad xsszoo; quo £EiotOy prodit haeo formula: 

^ yn[m]y^y^'\-mly^y^....+miynyni^^^ 
Ä — 2 f^ dx 

De oiMu adrooata (8.). etiam hano dednow eleantem: 
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Ifi /V 5jP| uJc^ •>•• gjpw— I . 



Llfl|llt| Tll^lft^ lflA''>l|J 



»--2 
2 



Q g^ fit , IW, » • • > Iff n O X 

SIV6 posito — looo nip^ ao deinde — looo xi 



Wn r^ X 



»er« / f- , — ' I 3 ■ « ., 



n— 2 o /•• öx 



2 *Vo VI(t+m;x)(l+m;a7).,..(l+m;x)] 



i^2 



n — 2 n /*• x^ >3a ? 

2 V« V^[(a:+«!)(a?+mJ)....(«+m;)3^ 

Quam formulam ex elegantissimis esse eenseo« Generaliorem nanchoiiiiur 
modo sequente» 

Sit X funotio quaelibet ipsius x ^ quam iteratii Tidbna a x ss ^ 
wqae ad j^sssa integremus; sit porro 

habetur nota formula: 
20. i.2.S....py^^Xdxf^^ =5 X^—pxXj^i+p^x'Xj^.... ±x^X^ 



o> 



'^^ ™ l*2....m 



fi 



Sit ass5 0O| /v + l^Yf porro statuatur: 



'/ 



21. 



s 

■* Vt(x+m:) («+m;) ....(«+m;)] » 

"» /'"l'l Tidbus integratioiie fiuste a xssx mqae «ssoo: 



.riqmdem pomtur: 

" "* y. VtCx+ni?) (xH-mJ)....(«+mS)]* 

JDe qw formula^ posito ar=sO, ao scribendo p — 1 looo p, nanoiicimur. 



1. C* G. J. Jmeebif dt tTmn^vm, imtegnäwn waiUipUcium. 



^- (n-2)(»-4)....(n-2|,)y ^r.,.^.„.^^ 4.». r r 1^"' 



da? 



De qoa formula per (8.)^ (9.) deducis hanc: 



23. 



(ii— 2) {n — 4) . . . .^w — 2p) I rar, ar, , Jc^ x, , XüX^ lf 

Lni^ nff^ m^ OTy vi« 111« J 



"" A VT(r4.iii:)(x4.jn;),.-.(x+jfij)]' 

sive etiaiOy ponendo — » — ^ .••• — loeo mj, m^^ •«•• m^^ ae deinde 



m, in, wij» 

— loco x: 

2^.1.2.3... .(p-1) /•- ' 
^*' (n— 2)(«— 4)....(ii-2p)y 



öx^ g^a. »««».OjPn_t 



*, [mf X« ar, •(- 1*2 •=>«'• • •• • +««$*« X«]' 



« /• xP-»dx 



V^t(l+mjx3(l+in»x)....(l+iiijtr)l 



i-^i 



— /* x»^^ax 



o V"f (X -f- mf ) (X + m») . . . . (x+ mj)] * 

In formulis (22. — 24.) suppositum est, esse p mimerum iategnim ^0 
atque <C^» Vbi n est numenu par, formnlae (23.), (34.) eodem re- 

mm 

deunt, dummodo loco p ponitur ^ p. Ubi n est nnmerus loipar, docet 

comparatio formulanim (22.) , (24.), giirficere, ut sit 2p Bumerus integer 
^ atque <Z^s quo statuto y utraque formula inter ne conTenit , posito 

-^ p loco p f dummodo coelBcientem numerician , poftko 2p = f, exhi- 

bes bunc in modum: 

2^.1.2.3„.,(p— 1) _ 2 [(7— 2)(<7— 4).>.>][(it— ?— 2)(n — g— 3),,,,] 
(/i — 2(ii— 4)....(n— 2p) {n — 2){n—4){n — 6).... > 

tribns productis coBtinuatis, quousque in numeris positivis pomunt« 

33. 

Integralia simplicia, quibus in antecedentibus int^alia (1 — i)ta- 
pla espreesimus, exhiberi possunt, etiamsi quantitates m', ml .... m* noo 
explicite dafae sint, sed ot radicea aequationis algebraicae n^ ordinis. Cuius 
obaervationb usum commodum in sequenlibus videbimus. 
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lotegralia {/i — l)tupla ad valores tantum positives rarlabilium 
xi^ x^^ • — ^H extenduBiM; in sequentibus^integralia ad valores earum exten« 
demus omaes, aive positivoa^ sive negativos^ qui satisfaciunt acquationi (!•): 

Quam rem Ha intelligimus, ac si loco integralis 

^nf{X^ , a?, ....Xn) * 

ponatur summa diiorum, 

Xn/{X^,X^ .•.. aCj|-l> Xn) ""*/ Xnf(X^^X^ ....X^j , X»)' 

in quibus statu! debet 

valore radicalis semper positifo aocepto, ac variabilibus ^^ x^ ••.. jr^t 
valores reales cum po»jtivi tum negativ! tribuendi sunt omnes^ pro quibus 

Adhibeamus iam sobstitutiooes^ quas in Problemate h propo8uimuS| e qui» 
bus cum llat: 

XiXi -f- X2X2 • . . r -f- jr„ Xm = yi yi "T/a J^2 • • • • "r Ynynj 
pro limitibus assignatis integralia etiam respectu variabilium y^ y2 • • • • 7» ^^ 
valores earum omnes extend! debent cum poskivos tum negatives^ qui aequationi 

satisfaciunt. Per quas substitutiones transformavimus in Probl. L functio« 
Dem homogeneam secundi ordinis variabilium Xg^ x^^ •••• x^^ 

y — Sa^^ji \xi 

in hanc^ 

Demonstravimiis porro in Probl. II. $. 19. theor. S.^ iisdem substitutio- 
nibus adhibhis^ esse 

Unde fit : 

f^^ f^^ dx^dx^ ....dxn^i ^^^ /»»t-i dy^ Qy^ .... d y^i 

-**• y a;,.r- -^y ynlG,y,y, + 0,y,y^.... + GnynynT' 

Supponamus ^ functionem ^ pro valoribus omnibns variabilium Xiy Xyy • . • 
... Xn valores tantum positives induere, sicuti ex. gr. locum habet , ubi 
V proponitur tamquam summa eomplurium quadratorum functionum linea« 
riomipsarum Xi^ x^^ •**• x^' quo Statute^ necessario quantitates Gj» ^^j 
Cn omnes erunt positivae. 



• . • 
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Obsenro ianiy bi in (25«) mtegrale (y2-*l)tup1ttm extendifur ad 
▼ariabilium y%^ y^^ •••• y« valores omnes oum positi^ot tum negatiroSf 
pro quibus 

integraUg valorem esse 2''tup!uiD Talons ^ quem indmtf ob! ad earam va« 

lorea tantum positivos e:&tendatar« Uino posito m ss -^t e formuliB (25*>^ 
(15«) nandfloimur: 

sive e formula (18.) $.7«: 

*^* / "~7^ ;j- - V-(2±«Ma^,....«„.)« 

De qua formula^ differentiatioDibus secundum oonstantes a,i imtihitis^ mr- 
808 Umumeras alias deduois. 

TooemuB T expressionemi fai quam abit ipsa 

ubi loco 01^1 , «2,2 , • • . . ön,n soribimus «1,1 + a?, «2,2 + ^> • • • • «n,» + ar. Qoae 
ab expressiooe F §«8« proposita eo tantum differti quod loco x scriptum 
est •— or« Unde e formula §. B. proposita fit: 

Hinc si in formula (25.) ponitur m s= ^ — p^ mtssp^ ubi p est numeros 
integer > o atque <^, habetur e (22.), (24.)? 

28* ^ ' >» 

x,(2«,,ia:,X;)P "" 1.2.... (p-D A l^r 

Quae formulae eo maxime se commendant^ quod integralia (n — l)tupb 
proposita ad integralia simplicia absque uHa aequationis algebraicae reso- 
hitione revocantur. Ad generaliora adhuo penrenimus modo sequeote. 

34. 



dement! 
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Sz^ d z^ . • • . d ^— I 



Tn ' 



quod designenius per dZp expreasionem generaJem per alias variabiles 
antemittamus. 

Sint Zif ^9 •••» Zn datae functiones aliarum Tariabilium f^ fa^ »•• 

• • • ^«-19 ^t 

r„dZ « (s±|^ §J .... |^).ar,a/, .... a/^„ 

riquidem aub «gno sutnmatorio indioet ipsarum «19 ;t;2 9 •••• z^ omnibas 
modis permutaraus atque aingulis temiinis per DQtam regulam signa idonea 
praefig^mus« Si expressionem iUam iterum duoimus in z^^ atque simili 
modo expresnones omnes ZgZgdZ exhibemus per differentialia omnium 
praeter ipsius z^ variabilium Ziy Z2j •«•• ^«9 quod fit ope aequationis 

qua unius ouiiislibet variabSlis differentialia per reliquarum exprjmuntur : 
iianGiMimur9 summatione fieicta: 

sab rfgQO summatorio ipsarum z indicibus 1^ 2^ • • • • /i omnimodis permii- 
tatis» puae expressio generalis elementi dZ per alias variabiles et prop« 
ter s]rmmetriam9 qua gaudet9 memorabilis esf^ et saepius eommode adbi- 
beri potest« 

Supponamus9 rariabiles Zi^Z2^*.*z^ datas esse sub forma fraotiQnum, 

-r — -9 

ubi fieri debet, 

sequitur e tbeoremate 5« $. 20* proposit09 fraotioqibus iUis substitutis in (29.), 
in differentiationibus instituendis denominatorem / considerari posse ut oon*- 
stantem« Dnde fit; 

1t\ B Z^dz^.»m*Bzn^X \ '^Ot^Ot^ *' Ö'n— 1 " / ji # J5 # • Ä ^ 

30, ^^ ' " = ^ f^tiCt^^^.^vt^^^ 

Expressionem huiusmodi 

haud difßoile probatur, non mutare formam^ nisi quod in constantem du« 
catur^ si per alias variabiles Xxy x^^ •••. st^ exprimituT) quarum sunt yi^ 
Jiy • • • • Yn functiones lineares^ datas per formulam : 

(Vdle'fi loomAl d. M. Bd. XIL Hft. 1. 9 
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SciUcet Iiis suLstiiiitis valoritiiis, habetur 

31. 2 + i*''^''' ''^'-' 



■ m r\ • • • • « » — 

= (2±a;a;-....a-->)(2±|f^i^'....|^.x,). 

Iq hac formola, n variabiles x^ , jr^^ • • . . x^ oonsidarainw tamquam fiino- 

tiones n — 1 rariabilium /i , ^29 • • « • ^.^j ; uode ioter illas oerta quae^lam 

aequatio locmD habere d^bet» Quam n slatuiimiSy 

iTi sr^ "Y" ^1 X'2, • • • • "j" jr,i jr» ^~ * ^ 
£( e (29.): 

unde habeffius e (31.): 

32. (2+%4v^....|2:i=i)^/.a/,„..d/^, 

Qaotie^ 2gitur 

?i ri "T ^ 'S; • • • • + 5j. c» =^ 1 > 

jTiXi -f-XjX;^ •••• "^ jr,jpj| SS \j 
Qtfut dantur z^, c^, . . • . z^ per x,, Xj, .... x, o^^ formuläe^ 



^1., 



ubi ßeri debetz 

tt = (a;jri + «jp,....+a;xj^ + 

•>r Jc-i + ai>2 • • • • + cC Jr J* + 



• • • • 



habetur formuja : 

Substitiitio adhibita ita comparata est» ut rariabilibus x^^ jc^^ ... 

... X» tribiitis valoribus realibiis omnibus» qui aequationi 

jriXi + X::X2. ...+ jp.jr, = 1 

satisiaciuot y Tariabiles Zj» c,, ..•• js« Talores reales loduant omnes, qui 

aeqoatioiii satisfaciunt 

«I ^1 -f- C3 C2 • • • . -*f- s^ s, ^ 1 » 
ac Tioe versa. 




1 C. G. J. Jncobin de (ransfann. integraiwm muiäp^icitim* 

35. 

Ilitf praemifisis, sint coellicieoteA a;,*^ idooque qiuintitatc» y^ oaodem 
atquc in Problemate Hl. adhibitae. Et cum ip problcmate illo (|iiaQtita- 
tes //ly H^f .••• //;, arbitrariae »int, ponamiis oniues= 1« Uade fit: 

/^= ^b^ix^xx == .yiri+ >*2r2.--.+ ynX^r^ 

quarum aequatioDum postretna stiggerit : 
unde 

jdeopue 

Fit porro c formula (40.) §. 29. , ubi ponitiir H^ z= H^....z=: If^zrzl: 

(S ± < < .... airO' = S±Ä|,, Ä2..2 . • . • Ä..,« . 
Unde formulae (33.) suggeniot : 

34» ^ ♦ . 

Hinc^ quoHes /> est numerus ioteger ]> «c •< -jr > ^ä^^^*"^ ^ (-2.), (24.), 
siquidem integraiia proposita ad valores variabilium reales extenduntur 
omiies, qui aequationibus 

satisfaciunt : 

/i"-* ÖJ:.aa:,....ax;,.^ _ 2^-r (n— 2) (w~4) . , . . (n -1^/>J .S' />'^^^ da- • ^^^i^ 

/'^ ^^-^ dx, Bx^ .... do^n-i _ 2«-r (/i— 2) (/t— 4) .... (/!— 2p) S r^ ÖT.a:P''^ 

Quas formulas observo alteram ex altera prodirc, fiinotionibus /' et /^, 
sive quod idem est, constantibus a^^ ^t ö^i inter se permutatb, ac posito 

— loco X. lam 81 iD PröbL III. §• 25. (9.) ponimus //= 1, G = — .r^ 

9'' 
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tequituT) poalto 
fi6ri 

Qua ezprtttione substituta in (SS»), habetur theorema sequeos valde generale» 

Theoreme« 

nhi 

eril^ iuignantt p numerum inttgrum ^0 tfe ^-^^ 

C3fg v^t •••• B^m^ 



r 



(j«isi»«*a) ^lh^«««a)' 






iiUtfr^ii («—l)/«^« «Jt/e^MO otf vültres reales tmrimiäiam Xj, jTat • • • • «; 
— >iw»^ ftti mtfumtioni 



(If 



aJi ff ifpm'. 



im^i,{m^4},..,2* 



(f)' 




\^ St, et per Yenae AHiLiualialMiMi, 




appositos luectiaoe» 






;« — 1> 
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propoftitiun aut in infioitum abiret aut adeo imaginariam forot» Hino 
probari potest^ etiam quantitates Gi^ G^j • •«« G^ omnes fore positivas, 
quod et ipsum in anteoedentibus vel tacite supposuimus« 

Si in theorematis anteoedentibus ponitur /is=3^ habentur tfaeore« 
matai quae in Commentatione nostra Tertia de Integralibus duplioibus 
(Vol. X.) promulgavimus *)• 

His addatn aliud tbeorema^ quod e tbeoremate §• 24» propotito 
fluit^ 81 loco n — 1 variabiUum ^i^ ^29 •••• ^»-i ponantur nTaiiabiloe ^tty 

X2f .... Xnj simulque in formula (24.) statuatur n impar atque /»= "y** 

Theorema. 

Sit n numerus impar, ac suppponatur : 

erit 



/ 






mm 



t2 



integrali (n — i)tuph extenso ad variahilium Xi, Xt^ . • . . x^ valores 
reales omnes, fui acfuationi 

*l^l "I" ^2^2 • • • • 4* X^X^ =5 If 

satisfaciunt. 

Sorib. d. 23. Aug. 1833. 



^ In commeatatioiiU citatM fornmla posIrtmiTi qaae iheoretnati appaiito ra* 
^o&det, tjpothetae error« loco ir(xX) positum «st V*(^. 
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2. 

Über die Zeichen der ^lathematik. 

( Voo Herrn Dr. ScMWa^ tu Berlin. > 



1 *• ^ 

L. m den Gedanken gleidi an einen bestimmten Ciegenstand xn knüpfen, 
atriten wir hier die eiofadien Rechnungsarten zusammen. 

Addition a -{-b ^=z c \ . « . . L 

I r a — A ' 2 

Subtraction I . 1 

Multiplication a & = r . .... 4 

U" =. 4 ( S 

Division ^ ^ / * 

Logarithmirung ? ^^ ^ / ' ' ' * '^ 

Extrahirung o*" =s 4 I 8. 

Potenzining 4^ = « / . 9. 

Da« Zusammenfalten der Rechnungsarten (2.) und (3.) in die Sub^ 
traeüon^ so i%ie (5.) und (6.) in die Division, erklärt sich ans der Gleich« 
gihigkeit der Summanden und Factoren; in der dritten Gruppe, wo ifie 
Grollen o, b^ c verschiedene Bedeutung haben , sind anch die Rechnungs* 
arten gesondert, welche dinrch sie bedingt werden» 

Die Kothweodigkeit der Bezeidmungsweise des Potenairens und 
Extrahirens zeigt sich dario^ dafs fetzt weniger mit der Grund^robe aelbat 
operirt wird, als mit dem Operatiooszdchen, d. h. dafs die Rechnung mit 
Potenzen und Wurzein auf eine Rechnung mit ihren Exponenten zurück« 
gebradit ist. Der Gedanke bietet sich von selbst dar» audi dieLogaritb- 
meu chirch eine schickliebe Bezeicluiung diesen Vortheil genielsen zu las- 
sen; daher bt statt der unvolktlindigen Formel 

loga = c 
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die Gleichung ^ 

h 

eotstanden* 

JDie Wahl ^iier divisionaförmigen Bezeichnung der Logarith-* 
men rechtfertigt sich wohl dadwch am besten 5 dals 

der Logarithmus ron a für die Basis b ist. 

Der Satz vom Modul wird dann auf folgende Weise geschrieben : 

10« X X =: X 
b k k 

woraus sogleich folgt: 

a ei h a b c a b c d 

f 1* ISSXSSX X=ÄX X x=x X X x=,... 

a b a b c a b c d a 

Nennt man in der Gleichung (7.) a den LogarithmanduSi b die Ba- 
sis und c den Logarithmus^ so lafst sich (11,) durch den Satz ausdrücken : 
In einem Producte verschiedener Logarithmen heben sich 
gleiche Basen gegen gleiche Logarithmanden auf. 

In dieser Form ausgesprochen, priigt sich der Satz (10.) vom Mo- 
dul dem GedSchtnifs auf der Stelle ein, weil er hier mathematischer er« 
scheint, als in der gewöhnlichen Weise. 

Man hat aufserdem folgende Verwandlungen: 



m 

m ^ 



12. — x = X = X=:X=X 

n b b J?. • 6" 1 

Auch hier zeigt sich der Vortheil einer divisionsförmigen Lo- 
garithmen-Bezeichnung deutlich. 

So YKie für die Multiplication und Division verschiedene Bezeich- 
nungen beibehalten sind, weil sich manche Formeln auf die eine Weise 
geschickter darstellen lassen, als auf die andere ^ so kann man auch aus 
demselben Grunde für die Logarithmen noch eine zweite Bezeichnung 
einfuhren. Es ist nemlicli ganz gleichbedeutend 

ax b und a • b 



-r- und aib 





eben so sei es mit 



a 



X und a • b 
b 
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Sind Logaritliinanä oder Basis Ktisammengesetzte GrOfimii so wird 
man die letzte Bezeidmung anwenden , also den Logarithmus Ton a^k 

ior die Basis c sdireiben: 

(c + bYlc 

Dieser Bezeichnung wird man sich ebenlislb bedienen ^ wenn der 
Logarithmus von einem Logarithmus genonmien werden soll; also druckt 

(ö:Ä):c 
den Logarithmus von o ; 6 för die Basis c aus* 

Durch diese Bezeichnung wird nun auch die {brroelle Auflösung 
der Gleichung 

den übrigen mathematischen Operationen analoger; denn so wie man sie 
sonst in Bezug auf a gewissermafsen multiplicationsweise auf- 
loüte, durch 

a*^ = c^ d« h« a c= c^: 
so ISst man sie jetzt in ShnUchem Sinne divisions weise auf in Be* 
zug auf b dnroh 

X =sx^d.h«6=x 

a a a 

Der nächste Fortgang vou den obigen 9 ersten Gleichungen ist 
durch die Gleichgälligkeit der Anzahl der Elemente a, b^ c gegeben. 
Sind diese ohne alle Beziehung zu einander^ dann entwickelt sich aus den 
aufgestellten Gleichungen die Buchstabenrechnung« Treten sie aber nur 
in die einfachste Beziehung der Aufeinanderfolge! so müssen wieder neue 
Zeichen gewählt werden, die sich an die schon vorhandenen anschlielMiu 
Hier sind nun zunächst folgende wesentliche Untersdiiede der mathemati» 
sdien Zeichen festzuhalten. 

L Entwicklungszeichen, Zeichen, die aus der Entwiokelung 
dw Mathematik selbst entstanden sind, ohne welche überhaupt kein wah* 
rer Fortschritt dieser Wissenschaft möglich ist. Sind die ersten dieser 
Zeichen gesetzt, so ist die Form der folgenden auch schon bestimmt» 
Wegen der Einfachheit der ersten mathematischen Operationen wird der 
Willkür in der Bildung dieser Zeichen auch kein grofser Spielraum ge* 
blieben sein, und wir überzeugen uns bald von der Nothwendigkeit und 
Richtigkeit derselben; bauen wir also auf ihnen fort, so sind wir der 
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Featigiceit unserer Grundlage versichert. Ein Blick auf die oben aufge- 
stellte Tafel lehrt, da& schon in der dritten Gruppe die Formen der bei- 
den ersten wieder benutzt sind, wie z. B. bei den Bruch-Exponenten und 
Logarithmen; denn dafs sich hier die Bezeichnung durch loff sehr fremd- 
artig ausnehmen würde, leuchtet wohl hinlänglich ein. 

2. Abkürzungszeichen, Zeichen, bei denen es nur darauf an- 
kommt, das Wesentliche einer Formel^ also das Veränderliche, vom Un- 
wesentlichen , dem Starren , Unveränderlichen , zu sondern , und in einem 
Bilde zusammenzufassen. Hier hat die Willk&r schon bei weitem freieres 
Spiel« Soll z. B. der k*^ Binomialcoefficient der /2^^" Potenz ausgedrückt 

werden 9 so kann dies geschehen durch nj^y oder (n^k), oder T?), oder 

auf eine beliebige andere Weise, wenn nur die Elemente n und k in 
einem Ausdrucke abgesondert dargestellt werden« Solche Zeichen haben 
den Werth, dafs sie deutlich hervortreten lassen, was das Wesentliche 
eines Ausdrucks eigentlich ist; aber ihre Organisation stellt sich in den 
einzelnen Fallen oft auf die mannigfaltigste Weise von selbst dar, kann 
daher auch nicht Gegenstand dieser Abhandlung sein sollen. Unter die- 
sen Zeichen können nicht leicht inconsequente vorkommen, wohl aber 
unter denen der ersten Art. 

Bei der Bildung aller Zeichen ist der Grundsatz wichtig, nichts 
durch Buchstaben zu bezeichnen, was durch blofse Stellung, 
oder wohl gar schon durch Zahlen ausgedrückt werden kann. 
Man giebt also die Folge der Coefficienten in Reihen immer durch Indi- 
ces an, und bezeichnet Operationen nie durch das hingeschriebene Wort 
derselben, oder durch dessen erste Sylbe oder ersten Buchstaben; denn 
diese werden sich fast nie der Rechnung unterwerfen lassen, und ge- 
rade die höhern Theile der Mathematik sind eine Rechnung mit Rech« 
mmgszefchen. 

Den ausgesprochenen Ansichten gemais, gehen wir zur Bildung 
neuer Zeichen fort. Man bezeichnet eine Summe von n gleichen 
Grölsen a durch na oder 

Demgemals setze man nun die Summe der n verschiedenen Grölsen 

!• 0^0 + ^1 + ^2 + ^3+ ••••+^n-l = /»Iflfa 

Die Summenzabl n giebt an, aus wie viel Gliedern die ganze Summe be- 

Crdlc's Jonrnal d. M. Bd. XU. Hft. I. 10 
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Dan S u mmengcigw c mosscn nach nod nach alle 
hii n — 1 beigel^ werdeo. Siamit man die Reibe i 



2. «•+«1 + 02+03+ •••• +«.-1 = Ä|a, 
Ware z»B» zn stimmiren 

O+l+2 + 3 + ....+ Cii— l) = ii|ff 
ao kf, mit Roduichl aaf (2.), 

Ab dem Gliede |}|^a — 1) der obigen Gleichang, weldiei nicbts an- 
derea ab n[n — 1) ist, zeigt sich^ dab die Sommenabl n wieder zur Be- 
deiteng einea blofsen Factors berabnoken kann^ und eben darin ruht 
die Kotfawendigieft , die Summen auf die angegebene Weise zn bezeich- 
nen; denn wenn sich ein B^riff aus einem allgemeineren entwickelt ha^ 
ao waab er dessen Bestimmtheit noch mit an sich tragen, und es ist klar, 
dab dies hier wirklidi mit dem Begriffe der Summeuzahl und dem all- 
gemeineren des Factors der Fall ist. 

«. 3. 

Diese Summenbezeidinung ist also nur ein oonseqnentes Erweitem 
der Bedeutung des Factors« Eine eben solche Erweiterung der Bisis 
einer Potenz zur Basis einer Factorielle, hat zuerst auf die wissenschaft- 
lichste Weise der Herausgeber dieser Zeitschrift in einer AMi^n^i^^g j^ 
TIL Bandes derselben, eiogefalirt« 

Wir entlehnen Ton ihm die Bezeichnung 

1. a;a + it:Ca + 2*)....Ca+iiit-it) = (o, + *)»und 

und dehnen diesdbe auch auf das Product 

2« Ov Ol flji Cji •.. . «,x^ = ol^^ 
ans« Eben so schrriben wir 

/(x;/Cx+jr)/(ar + 2jr)..../(x + njr-j) =/-(x,+r) 
und auch 



IKe Grundslitze der Binomialcoeffidenten lassen sich dann auf folgende 
Weise ausdrucken: 



t—l,m— 2.^.m~»+i / »»,— ly / »t>- 1\ -^ _ m.m~l m— 2.>..it+t 

1.2.3... .n Vl,+1/ ~\1, + 1/ 1.2.3. ...m—n "» 



I— »» 
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«i /"»r- I N" ( n-m, — 1 \" _ ^ «. — 1\ " (n - v, — 1\ » 

«• (£fiT(is^r=(is4;(sir 

Die Formel (Q.) erscheint hier vielleicht zuerst; in ihr und in (5.) 
sind die angegebenen Yertauschungen der Elemente oft von Nutzen« 

Wir schlielsen gleich noch ein brauchbares Zeichen an^ um das 
blolse Vorkommen oder Auftreten von viGröisen Coi «i, a^, ,,.. a,,^ 
anzudeuten; dies geschehe nemlich durch 

Dem Zeiger 8 werden alle ganze Zahlen von bis /i-^l bei- 
gelegt« Also eine Function von jr^^ (Ciy orj^ •••• jr^.! vrird ausgedrückt 
durch /(/i/ar^). Diese Bezeichnung erspart oft viele Weitläufigkeiten«. 

Ferner bezeichnen wir die Combinationen ohne Wiederho- 
lungen zu je m der Elemente a^y Oiy O29 •••• ^n-^i durch 

und die Combinationen mit Wiederholungen durch 

9« l^^n/as] 
Es fiudenbei dieser Bezeichnung bekanntlieh folgende Formeln Statt: 

10. (m, s + 1 ! n ±s + S) =: (iriyS / n ±s+ 8) -{- n{m —l,s/ n ±s+8) 

11. [m,s+l/n±sTS]^[m,s/n±s + 8] + n[m—l,s+l!n±s + 8l 

Die erste derselben heilst also: die Combinationen ohne Wieder« 
holungen zu m Elementen aus den s-^-l Elementen 

oder auch 

n — Sj n — *+l, n — »y + 2, ....n — 1, /i 

sind zusammengesetzt aus allen Combinationen dieser Art^ denen das Glied a 
fehlt, und dem Producte desselben mit den Combinationen zu m — 1 Ele- 
menten, denen ebenfalls dieses Glied mangelt« 

Ist in den beiden letzten Gleichungen sz=n, und man wählt die 
untern Zeichen, so sind die Elemente nur 0, 1, 2, 3, .... /i, und dann 
schreiben wir diese Gleichungen, mit Auslassung der Zeiger, ganz einfach 

12« (/7l,/2 + l) = (/77,/2)+/2(/7i— 1,/?) 
13. [m,n + l] = [W,/7] + /2[/7l~l,/2+l] 

10* 
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§• 4. 

Wir gehen Jetzt zu einer Methode der Reihen - Entwickelung und 
der Summation über^ deren Grundbegriffe uns einfacher und allgemeiner 
zu sein scheinen, als die der Differenzen*Rechnung| welche gewöhnlich zu 
diesem Zwecke angewandt wird. 

!• Hat man die Fuuotionengleichung 

i._<PC^)=/(^+r)±/(*) 

und multiplicirt sie mit {+y^\ nachdem man in ihr x^ny statt x ge^ 
setzt hat, so entsteht 

Wird von dieser Gleichung die Summe nach n genommen, so Tcrwandelt 
sie sich in 

Trennt man hier von der ersten Reihe der rechten Sdte das letzte Glied 
ab, und Ton der zweiten Reihe das erste, so erhält man 

«l(+)'^'<P(*+<ry) = 

Die beiden Reihen rechts heben sich nun gegen einander auf, und es bleibt 

2. «|(+)'+*<P(*+(ry) = OF)'/(^+«r)~/(*) 
odw 

Man multiplicire diese Gleichung mit 

^(x+jr)r/;(*-h2y)>^(ar+3>')....^(«-fwy) = yir(x+y,+y) 
SO erhült man 

Diese Gleichung kann aufgefalkt werden als 

^(m,x) = F(m— l,ar+jr) + F(m,jp) 
und giebt dann, wenn man sie mit (1.) und (2.) vergleicht, 

n\(J)'^' Fim—a-tx+ay) == (+rF(m—n,x-^ny)~-F(m,x) 
Wird nun mssn — 1 gesetzt und das, was F" und F bedeuten, so erhält 
man hieraus 

4. «|(T)•+*^/'"-'-(x+/+(^y, +j')<P(x+<rr) = (7)"/(*+«r)-^(*,+r)yt*) 
oder 

....+(+)"<P(jp+«7~r) = (T)V(*+«r)-"^(*»+r)/(*) 



2. Schellbttck, über die Zeichen der Mathematik, 77 

Gleiohung 

,5. (P(x) = X(x)/(« + y)±^^(ar)/(;r) ^ 

ISlst sich eben so behandeln; denn muItipUdrt man sie nut 

so entsteht 

X" (jp— y, — y) ^ (sr+y, +y) (p (jp) 

<»^«' Vim,p,x) = i^(w+l,;)-l,x+y)±F(/w,/»,af) 

und hieraus durch Yergleichung mit (1.) und (2.) 

Zur Yersinnlichung dieser Formehi wählen wir einige Bräipiele* 
1) Es ist 



a»*= «* 



e-Ei) 



x"^^ 



X 



,m 



ar-1 



•^** <P(m) = /(/w+1) — /(m) 

Diese Gldchung verwandelt sich nach (2.) in 

fl|<p(OT+fl-) r= /(m-i-n) —f(m) 

oder, wenn man mit a^ dividirt: 

7. »"+«' + x*+.... + a?*-» = ä|«* = 
2) Die Gleichung (4.) des $. 3. 

kann aufgefe&t werden ab 

/(m+l,n) =:/(m,n)+/(OT,»--l) 
und labt sich dann in die drei Formen bringen : 

8. /(m+l,«+l) =/(/»,«+!) +/(w,n) 

9. /(m, «+1) == /(/w+l,Ä+l)— /(/n,ii) 
10. /(w,;i-l) = /(m+l,/^)-./(m,«) 

deren Yergleichung mit (l.) und (2.) ergiebt: 
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KuoFtig wollen wir ein Glied , welches aus einem links vorherge- 
benden entsteht^ wenn in diefsem irgend ein Element, z. B. k, gleich Null 
gesetzt wird , durch (k = 0) bezeichnen« Dann schreiben wir z. B. die 
letzte dieser Gleichungen: 

3) Es ist 

Hier sollen a und a ganz beliebige Elemente sein, m und p aber nur po- 
sitive oder negative ganze Zahlen. Bilden wir nun noch auS den eotspre* 
chenden Elementen b und ß, n und 7 drei ähnliche Gleichungen, so kön- 
nen diese mit den obigen auf folgende Weise zusammengestellt werden • 

"• HH/iA +/?)'' - > (^ + A)* ~ (6, +/?r-H/ i (6, +^)« 

Diese Gleichungen lassen sich auffassen als 

;^(ö,Ä) = F(flf+/7a,6+fß)+F(a,Ä) und y(m,n)'s=iF(m+p,n+f)±F(m,n) 
und werden durch Yergieichung mit (L) und (2.) summirt. Aus (14.) 
erhalten wir z. B. für m = /z, ;> == 1, y = — 1 

(6+/?cy,+y?r+^ ~ n[aß^naß-^aß-^ba)(b^kß,'^ß)^ (.^ — ^^ 

Bei diesen Summationen kommt es nur darauf an, die Elemente in den 
Gleichungen (14.) und (15.) so zu wählen, da& die Summenzeiger aus 
den eingeklammerten Theilen der linken Seite verschwinden« Die Glei- 
chungen (14.) und (15.) sind sehr allgemein; aus ihnen fliefsen auch leicht 
die Reihen (HO^ (l^^O ^°^ (130> ^^ "^^^ noch viele andere. 

4) Setzt man xy — z 

wo y und z Functionen von x sein mögen, so erhalt man durch nmali* 
ges Differenziren nach jr, und Multipliciren mit die Gleichung 

welche aufgefaßt werden kann als 
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und dann duroh YergleichuDg mit (3.) und (4.) folgende Reihe giebt: 

5. Wir haben bis jetzt die Auflösung der Gleichung (L) und (3.) 
nur benutzt 9 um ipjr in eine Reihe zu entwickeln; sie diene zugleich 
aber auch dazu, die Form von fx durch <[)x und v^or zu bestimmen, 
oder, was dasselbe ist, zur Integration von DifFerenzengleichungen« 

Bekanntlich sind von den DifTerenzengleichungen 

y,=:Ry+Q und Ay + Py=Q 
die Integrale 

j=rß.j2-^undjr=[l-P^JS ^i 

[Rx] ^ li-Px] 

Diese beidien DiOerenzengleicbungen sind aber nichts anderes, als 

f(x+h)—rl^(x)f(x) = (p{x) und f(x + h) — (l — ^^yx)f(x) = (Px 
und nach der Formel (4.) erhalt man hieraus durch eine leichten Ände« 
rung der Wertbe der Elemente 

/(*,) = +'(0,+«)H5;45ft_+/0) 

und 

/(«*) = a-+(o,+*)r {-lar^g^ +/o} 

WO /O die zum Integral zu fügende Constante ist. 

Für hzssl fallen diese Ausdrücke mit den obigen Integralen zu« 
sammen. Es scheint mir übrigens vortheilhaft, diese Integrationen und 
die obigen Reihenent>yickelungen in einen unmittelbarem Zusammenhang 
zu bringen, ab gewöhnlich geschieht« 

§. S. 

Ist ^(/2|i^) eine Function der Gröisen n und k von der Bec»chaffen« 

beit. dab 

1- (P^n+Uk+l) = ip(/i+l,*) + ^W) 

and dab sie für negative Werthe von n und solche, die grober ab t sind, 
verschwindet , so folgt aus .diesen Annahmen , wenn man erst n s=: — 1 

und dann /i = i^ setpt, 

2. (P(0,*+1) = (p(Oyk) 

3. 9ik+l,k+l) =; (p(*,*) 

Hat man nun die Gleichung 

4. nx)^f{x+y)±fix+z) 
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und multipIiGirt »e mit {£f<^{p^^\ iiadideiD man in ihr X'\-{%—y)n statt 
X geseilt hat, so erhalt man 

5. (+7<P(/i,t)/(x+(t^-y)n) 

« (±y4> ('»,*)/(^+7+(--r)'») + (l)"^* ^ ('»^^^^ 
BcMchnet man der Kunee wegen /(r-f-(: — /)n) darch Vifi) und 

ytjr4'/4'C*'~'J^'') ^u*^ ^v")> und d«ikt ach dann » durch die ganzen 
Zahlen Ton Ims it TeräoderKeh, so verwanddt rieh (5.) in 

(n+lRty^^C^,*) n<r) = ('»+l|{±ra>(<r,*)^<r)+(/i+lIC+r*'<p(<r,t)Ft«r+l) 
Wird nun von der ersten Rdhe der rechten Seite das erste Glied abge- 
sondert, und Ton der letzten das letzte, so entstdit mitRnduicht auf (1«) 
«ad (2.) 

s ^^)FC0>+ii|d:>'^M<y+V)fl[»+l)+»I(±)*<-'9(<';t)Fr<r+l)+(+)'*<-»9(ii.*)F(n+ 1) 
» ?(OMl)FlO)+i.|i+r+»{9!<a+l.l)+^a,t)} fl[a+l) +(+>>+» ^»^)^«+l) 
ss»(0,Hl)'TO)+'«H±>^'<"'+V»+l)I'>+t) + (±)^^>;i)F(«+l) 

•** C («+i|'(±)?K*)/(x+(s-r)«) 

Ten^windet lur irgend einen ITerth ron n, den ync dnrdi r be- 
wkhneo wollen, das letzte Glied <pCr,f)/(x+s4-2C«— r)i-) dieser Glei- 
chn^, so erhalten wir 

Ist aber n =s*^ so kann» verm^e der Bediagang (3.)« auch das letzte 
Glied der Formel (6.) mit in die Reibe der redüen Seite angenommen 
werden, und es ergabt rieh daraus dann 

Die Gleichungen (7.) und (8.) lehren, dab man die Gruise x immer um 
ein Y und die Grofie k mn die Einheit vermefaren oder Tcrmindem kann 
bis man, weno dies nmal geschehen ist, an den Formeln gelangt: 

10. :»+l| JÜ' « :-'- * /'.- + (:^? ff? = (»±-'+i|(±)'T > *±'«)^x±aT+(=_y)4r) 

weidhe mit Rwksicht auf die Bedingung^, denen die Fanclion ^ nnter- 
wotfen irt. fvr c =s und C (i\ 0^ =: r in die folgenden S b e tg ebe u ; 

= > + 1 |«.±y' e C', < /(x -h n V -f (5—^) c) 



11. 


f/Cx> 


12. 


-^/^^ 


13. 


crx: 
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In der Gleichung (10.) kann ein negatives n Lei der Annahme 
i: SIS nicht Statt finden ^ weil man nicht weiTtf, was eine negative Sura- 
menzahl bedeutet, wohl aber bei der Annahme nzs^ty wodurch man 

findet, welche Gleichung aber, für :r^ky statt Xj mit (13.) identisch 
wird« Eben so entsteht aus (9.) eine mit (II.) identische Gleichung, wenn 
man für den negativen Werth von n^k =:n setzt« 

Aus der Gleichung (4.) des §3. ist ersichtlich, dafs die BioomiaU 
eoelficienten unter der in (L) aufgerührten Function verstanden werden 
können« Wir schlielsen daher aus (13«), dafs sich die Functionengletchung 

14. f{x)^f{x^y)±f{x^z) 
jmmer binomisch entwickeln läfst, so dais 

15. fix) = (;! +l|(±)^ i^^J f{oo\ny^{z^y)a) =: 
fiS^^ny)±{;^-^^^^ 

Versohwindet aber fiur irgend einen Werth von r das Ghed/(ar+;c+(s— j)r), 
80 erbSit man, nach (11.) und (12.), auch noch 

16. f{x) = (r+1 |(±r (i;^)V(tr+^J+(5-J^» 

17. f{x) = (r+i|(±)' (=1^) V(^-«r+(?~r>r) 

Ganz auf dieselbe Weise hatte man auch die noch allgemeinern 
Functionen ^^^ ^(/2+l,*+l) ^ (P('i+l,*)+flr<P(/i,A:) 
™^ 19. Rx) = /(or+r) ± afix+z) 

mit einander combiniren können, wo a als ein constanter Factor ange* 
nommen wird. Die Vergleichung von (18.) mit der Gleichung (12.) des 
§. 3, lehrt, dab unter dieser Form die Combinationen ohne Wiederholun- 
gen begriffen sind, dafs sich also eine Gleichung wie (19.) in eine Reihe 
entwickeln lulst^ deren Coefllcienten aus solchen Combinationen bestehen. 

(Der Schluß folgt im nichften EleA«,) 
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3. 

Lehrsatze, 

zu beweise 



vVqii Hmtd Prof« Dr. Gudermann n Hutttr») 

l. Odineiden üA drdi sphSrische Sehnen (oder Secanten) jiA\ BB\ 
C(? eines Nebenkreises in Einem Punote, und die Peripherie des Krei- 
ses in den Ponoten Jj By C^ A\ B\ C^^ so ist immer 

. AB' . CA' . BC . B'C . A'B . CA 

sm-^«sin-^,sin-y s=s sin-^.sm-^ «sm-y« 

2« Wird ein Nebenkreis (J)y dessen sph. Radius a ist, von zwei 
anderen Kreisen unter dem gleichen Mlnkel a geschnitten und ist der 
Abstand seines Klittelpunctes von- der (reellen oder ide^en) gemetnsdiaft« 

Udien Sdme diesor beiden Krdso =: cf» so ist das Yerhaltnils ^'^ 



sma.cota 

ISr aUe Kreise (A) unTeriinderlieh, obgleich sidi dy o, a gleichieit^ findenu 

3. Beschreibt man aus einem Punete A die drd Nebenkreise 
(A)^ {A% {A") mit den Radien o, a'^ a''; aus ttnem Punete B die Kreise 
(ß)y (^0» (^'0 mit den Radien ß, ß\ ß'' und aus einem Punete C die 
Kreise (C), (C), (C^O mit den Radien 7, /, /O constmirt man femer 
den Durchsdinitts*Punct der Chordalen der drei Kreise (ABC), den der 
Kreise {A'B'C) und auch noch den der Kreise (A''B''C')^ so befinden 
sich fiese drei Punete in Einem Hauptkreise, wenn ist 

cos /y cot y — cos^cot y^ ^^ cosg^n^sy— cosacosy^ 
cos^'cosy — cosftcogf** *^ coto^'cosy — coaaawy*'* 

IKeaer Gleidiung leiste man auf nniShKge Arten Gerage^ z. B.^ wemi 



a' = a+ft ß'=ß+fS y=7+f* imd a''=a+v, ß''=ß+F, y'=y+r. 
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und imter ß imd y belieb^ potkire oder negative Hauptbogen verstendm 
werdeo* Werden aber die STnunetralen und zwar bomdoge SjmmetraieQ 
der Torhin genannten Kreis «Ternionen oonstruirt^ so sohneiden sie sieb 
ui Einem Puncto, wenn ist 

sjp /9^ »io y »*- sin ßsin y* ' iin uf jjn y — »in a sin y^ 
sin/f'^siny — %\u§wiY' """ sioa"siny — sinasiny''* 

Dieselbe Bedingung gilt audi für die drei übrigen Terni^men homolofer 
Sjmnietralen« 

Es baben aucb diese allgeiMinen Formeln cum Tbeil dann noeb 
Sinn ^ wenn einige BLreise sich auf einen Punct redudren« Die Sjornie-» 
tralen und Chordalen sind bier eben so aufgefalst, wie in den Schriften des 
Herrn Prof« PI ackere nur dals jetzt Hauptkreise statt der geraden Linien 
zu nehmai 



4. Ist AC (Taf. L Fig. 1.) ein beUebiger Bogen (auf der Ober- 
flache dner Kugel ) von einer gesetzlichen Curve ^ welcher zwischen sei-» 
nen beiden Endpuncten A und C keinen Wendepunct (und auch keinen 
Riickkebrpunct) hat^ so gebort zu jedem Hauptkreise | welcher die Curve 
AC berührt^ ein spbiirischer Mittelpunct (Pol), und diese Mittelpuncte 
befinden sich sSnmitlich in einer zweiten (in der reciproken) Curve; 
die beiden Mittelpuncte der Hauptkreise, welche die Cinrve AC in den 
Puncten A und C berühren, mögen a und c heilsen: sie fossen auf der 
reciproken Curve einen Bogen a c eio, dessen Form und Lange durch die 
Form und Lange desBogens AC genau bestimmt ist; dieser Bogen «c 
mag der dem Bogen AC zugehörige reciproke Bogen genannt 
werden, wdl der Bogen üc eben so von AC abhängt, wie mngekehrt 
AC von ac. 

Auf beiden Seiten von AC giebt es einen reciproken Bogen ac, 
und diese beiden Bogen sind symmetrisch, also auch gleich lang ; derjenige, 
welcher auf der concaven Seite des Bogens ^Csidi befindet, hetCse der po» 
sitive, und der auf der convexen Seite befindliche heilse der negative 
reoiproke Bogen* Ist der Bogen ^C ein Hauptbogen (dn Bogen eines 
Haoptkeiaes)^ und also im Sinne derSpharik w^der concav, noch oonvex, 
sondern -sphärisch gerade, so reducirt sich der reciproke Bogen 
ac auf einen Punct, dann fallt c mit a zusammen, und es ist ocaiO« 

11« 
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Durch diesen Pimci ist dann freilich nichts bei vorgenommener Dmkeh« 
rang, die Länge Ton jiC^ sondern nur die Lage dieses Hauptbogens (sammt 
sdner Form) bestimmt« 

5« Ist in (Taf. L Fig.l.) ein Dreieck JBC auf der Kugel^ einge» 
schlössen von den drei Seiten AC^ BC, JBj welche Theile von drei ganz 
verschiedenen Ourven sein dürfen, und sich unter den Winkeln A^ By C 
schneiden 9 so gehört zu jeder Seite ein reciproker Bogen ^ nemlich zur 
Seite AC der reciprokc Bogen ac^ zu BC gehöre bc und zu AB endlich 
gehöre ab. Sind nun alle drei Seiten des Dreiecks nach Innen concaV| 
so ist der Flacheninhalt F des Dreiecks ABC ausgedruckt durch die 

Formel jp _ ^^B-^C—ab -bc^ac^r, 

wenn der Radius der Kugel die Lungen-Einheit ist^ und unter T £e Lu-^ 

dolphische Zahl verstanden wird« 

Sind alle drei Seiten nach Aufsen coneav (also nach Innen convex)) 
80 ist jeder reciproke Bogen negativ zu nehmen^ und es ist dann also 

F = A'\'B+0+ab^bc+ac — 7r. 
Wenn einige Seiten (eine oder zwei) nach Au&en coneav sind, so sind 
nur ihre reciproken Bogen negativ zu nehmen ; sind z. B. die Seiten AC 
und CB nach Aufsen coneav, während die Seite ^5 nach Aulsen convex 
ist^ so ist die Formel 

F = -^-j-ß+C— ci + ÄC + Äc— T. 

Ist eine Seite weder nach Aufsen, noch nach Innen coneav > son« 
dem ist sie» ein Hauptbogen , so ist ihr reciproker Bogen (wie schon in 
No.4, augegeben wurde), als ein Punct anzusehen, und gleich Null zu 
setzen. Ist also OA ein Ilauptbogen , und auch CB , wahrend AB ein 
Bogen von einer beliebigen Curve ist, so ist oa = cÄs=:0, und der In» 
halt des Dreiecks ABC mm ausgedruckt durch die Formel 

F= A + B+C-^ab—TT, 
wenn AB nach Innen coneav ist; aber durch die Formel 

F = A + B^C'\'ab'^^y 
wenn AB nach Au£sen coneav ist. Ist auch noch AB ein Hauptbogen^ 
so ist auch ^^ = 0, und man kommt nun auf die allgemein bekannte 
Formel F=-rf+^ + ^—^ fSr den Inhalt eines gewöhnlichen sphunscfaen 
Dreiecks wieder zurück^ 
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Hat eine Seite des Dreiecks ABC eiaen Wendepunotj so thefli er 
sie iti zwei Theile^ und auch der reciproke Bogen ist danü als aiis zwei 
Theilen bestehend anzusehen^ wovon der positiv ist^ welcher zu dem 
nach dem Inneren concayen Theiie der Seite gehört^ der andere Theil 
aber negativ ist. 

6. Aus dem vorigen aUgemeirten Theoreme kann oflTenbar leicht 
eine Formel hergeleitet werden fUr den Inhalt einer sphärischen Figur^ 
welche beliebig viele Seiten haty wenn jede Seite ein Bogen einet* sphä- 
rischen Curve ist), und auch alle diese Curveii von einandier verschieden 
sind« AU eine Anwendung hiervon tnag auch das Folgende gelten» 

Ist in (Fig. 2.) ACBD eine beliebige üphürische, nach dem Inneren 
concave Curve ^ deren Flächeninhalt :=F ist^ so theilen wir die Curve 
durch eine neue Curve (oder auch durch mehrere Ghrven) in Ttieile; die 
Curve AB mag nach C hin oonvex^ also nach D hin concav sein; der 
reciproke Bogen zu ACB sei acb und der reciproke Bogen zu ADB sd 
adby der reciproke Bogen zu AB sei o b^ dann ist nach No. 5« die Fläche 

ACB = A^B^ab-^acbxmA die Fläche 

ABD = {7r~A)^(7r—B) — ab — adb. 
Werden die beiden Gleichungen addirt, so erhalt man Fz=z^Z7r — acbd^ 
oder F+acbd:=:27rs d.h. der Flächeninhalt der Curve ABCDy ver- 
mehrt um den Umfang der reciproken Curve abcdy ist gleich der dop« 
pelten Ludolphischen Zahl. 

7. Wenn man auf federn Hauptbogen , welcher eine Curve be<- 
riihrti vom BeriihrungsxHincte an gerechnet^ nach derselben Seite hin einen 
Quadranten abschneidet^ so befinden sich die Endpuncte dieser Quadranten 
in einer zweiten Curve ^ welche die Normal« Curve der ersten heifsen 
mag. Zu jedem Puncto einer Curve gebort also ein bestimmter Punct 
der Normal - Curve 9 und zu jedem Bogen ein bestimmter Bogen der Nor- 
mal-Curve, welcher der Normal- Bo«;en hoifsen kann. 

Zwei reciproke Curven haben dieselbe Evolute^ aber 
auch dieselbe NormaUCurve. Werden zwei reciproke Bogen durch 
s und 6 bezeichnet^ und der zugehörige Normal- JBogon durch S, so ist 
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Sind M und M' xwei ismammengehoriga Pimcte der rec^r^en Curm 
s und s'y und ist N der ihnen zugehörige Punct der Normal-Gnnrey ao 
kann man einen beüeb^^ Hauptkreis als Absdssenlinie ndimen, und Ton 
den dm Puncten M, M\ JV auf sie die P^pendikel z^ zf und Z ab Ap* 
plicaten fSllen; wird nun noch Ton einem and^«n Puncto JV^ der Nor- 
mal-CurFO dio Applicate Z' auf die Absettsenlinie gefallt^ so schliefst 
der Bogen IVN^ mit den Appliaaten Z und Z^ und dem inter» 
cipirten Stucke der Ahscissenlinia eine Flache F ein, welche 
mit einer der beiden Normalen der bei^^n reciproken Cur» 
Ten in den Puncten M und M^ (die sich zu einem Quadranten 
ergSnzen), eine unyerSnderliche Summe ausmacht» 

8« Wird die NcMinale der Cunre ^ in Ifo. 7« für ihren Punct M 
durch n bezeichnet^ ao ist tang/i ss ^1^; wird der Krmnamags^Balbmes» 
aer derselben Oirre für den Punct M durdi r beaeiduiet, ao ist tangrss 
7^!^ = ^« Wird der KrSmmnnes* Halbmesser ^r Normal-CurTe fSr 



den Punct JV durch R bezeichnet, so ist tang/t=:|^ = y"^^*^^^*^^ 

Anmerk« Andere einlache Relationen ubergdiend, mag nur die 
Bemerkung noch Platz finden*, dab der analytische Bewm der in No» 5« 
aufgestellten Formel Ton einer so allgemeinen Rdation unter Intq^en, 
deren Summe oder Differenz in geschlossener Form angegeben werden 
kann, abhangt, dab diese Relation in ihrer AUgemdnheit sehr wahracheuH 
lidi die Fundamental -Formeln for die Yergleichung aller transoendenten 
Functionen (insbesondere der elliptischen) umfislst. Wird & analjtisdke 
Darstellung in ganzlicher Reinheit nicht etwa Torgezogen, ao kann der 
Beweis fuoh durch eine geometrische B^raditnng geEUirt werden^ nnd 
ist dann am einfachsten. Beide Arten des Beweises werden gewinsdit. 



9. 'Ein überaus fruchtbarer Lehrsatz der Spharik ist der folg^ide: 
Ist ABCD Fig. 3. ein beliebiges sph. Viereck, und nimmt man in 
jeder Seite (oder paarweise audi in den Yerlängerungen dersdben) einen 
Punct an, in dw Figur die Puncto P, Nj Qf üf, so dab ist: 

mAP Bin BN sin CQ mDM _ . 
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so entstehen 9 wenn PQ und MN gezogen werden , adit neue Yieredce 
von deradben Art^ als das vorige. Für das Vieredc APQD hat man z» B. 
die Relation 

hin AB sinPjg sin QC >in DM _ ^ 
8iiiPJB'8iii()lf8iiiZ)C'tin-^M ~ ** 

Jede von diesen neun metrischen Relationen hat zwei einfadie geo« 
metrische Bedeutungen; in Beziehung auf das Tiereck APEM hat man 
z. B. den SatZ| dals sich die drei Hauptbogen DN^ BQ und JE in Einem 
Puncto G schneiden. 

Schneiden sich, was jedoch nicht nöthig irf^ die drei Hauptbogen 
DC^ MJV, AB verlängert in Einem Puncto , so sdineiden sich auch AD^ 
PQy CB verlängert iu Einem Puncto. 

Die analogen planimetrischen Satze gelten auch dann noch^ wenn 
das geradltoige Tiereck nicht eben ist^ und dann drückt jede der neun 
metrischen Relationen auch noch aus^ dafs vier Puncto ^ z« B« die Puncte 
Py Ny Qy M in einer Ebene enthalten sind; sie kann also als die Glei« 
chung einer Ebene angesehen werden« 

Spccielle Formen des analogen planimetrischeu Satzes finden sich 
in dem ersten Theile v6n PI iic kor 's analytisch -geometrischen Entwioke- 
lungeu. 

10« Schneidet man zwei Hauptkreise QX und QX' (Fig. 4.) durch 
beUebig viele Transversalen AA% BB\ CCy DD' etc. , welche selbst den 
Punct Q zwischen sich fassen dürfen^ so daüs ist 

sin AB. %in CD ^ »In BC. »in AD , sin BC, sin Dg ^m C D. sin BE 

Bin A'B'. sin CD' "" sin B'C\ sin A'D'^ sinB'CünD'E' — sin C D' .sin B'E' 

u. s« w. und bestimmt man in jedem der yorhandenen Vierecke den 
Durchschnitts -Punct seiner beiden Oiagonaleui so befinden sich alle diese 
Puncte in dnem Haupt kreise, welcher nur in einem besonderen Falle durch 
Q geht| und welcher L heiJsen mag. 

Schneidet man alle Transversalen AA'^ BB' etc. durch einen Uaupt- 
kreis M in den Puncten a, b^ Cj d etc.| und theilt man dann jede Trans- 
yersale durch einen vierten Punct harmonisch , z. B. AA' so durch a'^ 
dals ist sin ^a. sin ^V s=s sin^a^sin^'a, so befinden sich auch diese 
Theil -Puncte a'^ b^j c\ i/' etc. in Einem Hauptkreise N^ und die beiden 
Hauptkreise M und N schneiden sich immer auf dem vorhin erwalmten 



88 3* Lel^rsäUe, zu betreffen • 

Houptkreise Ls bewegt sich also M, mithin auch iV^ so ist der Ort tl 
Dtncbscliuitts-ruuctes dieser Hauptkreis L« 

W^ena die Luiie L durch Q geht^ so schneiden sich die Tcansver» 
salen AA'^ BB\ etc. in Einem Piincte^ und für diesen besonderen Fall 
ist das analoge planimotriscbe Gesetz ebenfalls bekannt* 

Wie heilten die Lehrsätze, welche den vorstehenden beiden nach 
dem Geset2;e der Reciprocitat gegenüber stehen? 

Münster 9 im Februar 1834. 
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4. 

Theorömes relatifs aux integrales des fonctions 

algebriques« 

CPar IL FaUson, l Faris, 1. d^cembrei 1833.} 



I. 

\Ja oomprend sous la dtSnominatioD de fonotioiis alg^brlques^ non seu^ 
lement les fonotions rationneUes^ enti^res ou fractioonaires^ et oelles qui 
Mot exprim^ea par des combiaaisons de radicaux^ mais encore les quan* 
th^ d^termin^es par des ^ations d'un degr^ queleonque^ dont les ooef- 
fieients so'nt des fonctions rationnelles de la variable« 

Les quantit^ exprimees sous forme finie sont plus g^n^rales; outre 
des radicaux^ elles peurent renfermer dans leurs expressions^ des logarith« 
mes et des exponentlelles^ ou bicn^ elles peuvent dependre d*^quatioDs qui 
contiennent ces deux sortes de transcendauf es | reelles ou imaginaires^ oe 
qm eomprend les arcs de l^role et leurs sinus. 

On exposera ci«apr^s des tb^orcroes sur les integrales des fonotions 
algebriques^ remarquables par leur grande g^D^ralit^ et par Ja simpUoit^ 
des considerations qui j conduisent. Ces theorcmes r^ultent| en effet^ du 
proc^d^ vulgaire de Tint^gration par partiOf ou de T^quation 

h Jxdy+Jydx ss arjr+C, 

dans laquelle C est une constante arbitraire, et jr et / sont deux rariables^ 
entre lesquelles nous ^tablirons successivement diffSrentes liaisons. Ils sub* 
sisteront egalement^ et acquiereront encore pli» de g^n^ralit^y si Ton rem« 
place X dans cette ^quation^ par un poljnome ou une fonction rationnelle 
et entiere de x^ que je representerai par J^^ de sorte qu'on ait 

2. fXdy+J}dX=zXy'\^C. 

U. 

fiupposons d'abord que les variables x et y soient li^ entre elles 
par Tequation: 

3. ax''+bx''^^....^ix + l SS (a^ar+yx'^.... + lt'x + i')y^ 
dans laquelle a^ t^ .... k, l^ q\ b'^ •..» k\ l\ sont des ooefficients coii* 
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ttants et ionn^Mf et n dtkigae un nombre enlier et positif^ anri doon^« 
Fmonii poor abr^er^ 

F4P sera ime fooctioD alg^brique et logarithinique^ qoe Ton obtiendra ton- 
jours par lea regles de Tiiit^ratioo des fonctioiis ratioimelles; et P^qoatioD 
(!•) deviendra 

IVaülenn^ on tfaera de f^quation (3.) on nombre n de valeart de x e^ 
fonctiont de jr, qae je repfeaeoterai par y^^ /s» • • . • j.; ai dono od met 
^ la place de x^ dam T^quation preo^enle^ celle de eea a valeurs ^iri 
r^ond i riodioe qudooaque i, öo aura 

d'oA il r&idte que llnt^grale //; djr, qui est| poor ahm dore^ imrerse de 

ffx Bxj peut toujours s'obteiiir en fooclioo de y^ mos forme finie, eomme 
oette demiere eo fonotion de x. 

Oo rendra oe tb^reme plus g^n^I^ en partant de T^qaetioo (2») 
au lieo de i'^quatioo (!•)• ^ faisant alors 

ßxbX^ Fxy 

et d^ngnant par Jj » ee que devient X quand on j met 7» ä la plaoe de 
9^ woßM auroiia 

fTM^yTi-Fy.^C, 

eo Sorte que Tint^rale y 7^ d jr s'obtiendra auasi, aous forme finie^ en 

ibnetion de y. 

Si fx est une fonotion eutiere, c. a. d«, si le coelBcient de y dans 

r^quation (3.) est une eonstante C^ la fouction Fx ne contiendra pas de 

losarithmes. Eu faisant 

yY.^Fyi^V,, 

eetfe quantit^ Pi sera une fonction rationnelle et entiere de /i« Si dono 

on ^gale ^ zero le produit 

(ii-Pi)(ii — PJ..--("-P»), 
on aura une ^quation du d^r^ n^ saToir^ 



4, PoiSMon^ tMorime$ relaüfi aux intigraUB des fonciions algAriques. Qf 

dont les ooeffioients ^y B$ • • •• ^9 I^$ seront des foacfions sym^triciues 
de8 radnes ^19 72 > • • * • /n > de T^quatioo (3,)^ qüi B'exprimeront, par 000« 
s^quent, ao xnoyen de ses ooSi&oients Uf b^ .••. k, et de son dernier terme 
/ — l^y et qui seront des fonotions rationnelles et entidres de y. Dans ce 
easy les n valeurs de Pff ou ^^J^i dy — C^ qui r^pondent ji i^=^ly =2, • • . 
• • • = /!> pourront donc dtre regard^es comme les raoines d'une ^uation 
do degr^ n^ focile h ddduire de rdqaadon (3.)* 

IIL 
Peur donner iine applioadon du th^ordme pr^<Sdent^ que Pen puisse 
v^rifier^ je suppose que T^uation (3.) ne seit que du second degr^ et se 

r^duise k ^ (a_a'jr);c^ + (Ä_^'j)a?+c— c^y = 0* 
On en d^uira, pour ses deux racinesi 

^^ "" 2isa--ä'y) ' ^^ ~ 2(a— V/) * 

en (aisant^ pour abri^ger» 

En supposant aussi Xssax^ on aura, en mdme tems^ 

Par les r^gles ordinaires^ on en oonclura 

en d&ignant par a et ß les deux raoines de requation 
et fSsisant, pour abr^er^ 

Par oons^uenty T^quation (L) de^iendra 

/ri 5/ = (a'r-fl) |i -^ log(ri-a) -B iog(j,-3) 4. c, 

I 

et si Ton y met suocessivemcnt les vaieurs de /i et y^ k la plaee de Ti 1 
et que Ton fasse la somme et la diffi^rence des resultats, on aura 

«. ^ -«logto-,— 0)(r. -(3)]+<»M«-. 

12* 



92 ^ BoiiMonp th/orhnf$ rtlatifi muxini^ralu des fomctions algibriqmn. 

Les produits C/i— «)(ya — «) et (yi— ß)(ya— ß) ne sont autre 
diose que le premier meinbre de T^quation (5.) divia^ pac ^"^^'jt 6t 
dans lequel on substitiieroit suooessivem^'iit « et ß au iieu de xi et comme 
€68 substitutions r^duisent Ik z^ro le ooefficieot de y dans oe premier menH 
bre^ fl s'ensuit que Ton a 

Dono^ en obsenrant que 

6t ayant ^gard aux valeurs de^ et B, la premiere . ^uatkMi (6«) deviendra 

ee qui est^ eu effet^ ^irideiit» 

Quant «ü la deuxidme ^quatioii (6.), on a d'abord 

-'Iogö+Blog(^ 

au moyen des valeurs de /i et ja 9 et iH cause de 
on trouve 

(r,— «)(y.— Ä (a6' — a'6— a'i;)(*'j' — 6)--l2a«'--2a'o--6'«>)(a>— «) » 
(y.~»)(r.-/i) _ (4a^ </-y«)y-2a*c~2ac^-fty~(a~i^)a^« . 
(^,— eX/,— jJ) "~ (ia'c'— 6'»)/— 2o'c— 2a«'+*f4.(«— /?)a'»» 

«t oda ^tanty cette seconde ^quation (6.) devient 

/ vdy ___ V , a^b—ah'. (ab'-^a'b+a'v) {b'y^b) ~(2aB^~2«*»4.yp) («»—•) 



2a'*e^b'*—iaa'</^a'W t (4a'</^y*)j>~2a'c— 2a</+ty^(a«>/V p . 

2(a— ^)a'* *®8 (4aV— *'")i'~2a'c-2oc'+W+(a-^5«^ + **■"*• » 



oe qne Ton pourra effeotiTeniait T^rifier par les r^gles ordniairei da ooU 
ool iot^ral« 

Dans le cas de 01 =: ß, le 3* terme de oette formule se presente 
floos la forme §; et oomme 00 a alors b'*=s4ta'c*, on tcoove -^ pour 
•a Traie valeur. Si o* est s^ro, on suppoeera d'abord cette constante infiirin i^nt 
petite, et Ton d^veloppera eosuHe la fonnule suivant les potisanoet de t/. 



4« Poisson, ih^orimes rtlatifi aux inl^graUi dtt fandions algibriqua. 03 

IV. 

Je mippote aotueUemeot que requation qui lie eutre elles les varia« 
blea X et y^ ne differe de requation (3«) qu'en ee qu'elle reDferme y^ au 
Heu de y^ de sorte que nous ayons 

7. ax"+ij?'^* + . ... + ** + /= («'j:^ + A'x»-* + .... + *'* + iQy% 
Je d&iguerai toujours par yi^ y^j .... y«» Im /svaleun de x que 
Ton tire de celte ^quation^ et par Yi ce que devient le pol/nome X^ Ion» 
qu'on y met yi au lieu de x. L'^quation (7.) doone aussi 

fx itmi la mSme fonction ratieBoelle que pr^demment« Eo regardant 
le radical ^{fx) oomme une quantit^ positive ^ on devra praodre le aigiie 
sup^rieur ou le signe inf^rieur, aelon que la variable y aera positive ou 
negative« Pour fixer les id^es^ je supposerai qu^elle seit positive; et si 
Ton fait alors r ^ . ^^ 

et que l'on mette yi au Heu de x daos T^uatioa (2*)^ eile devieudra 

fr,By + ^y, = yT,^C. 

Cette ^quation subsistera pour les n racioes de T^ation (7«)« Eo 
les substituant successivement h, la place de ^n et preuant la somme dea 
rdsultats^ on aura donc 

ou Ton a fait, pour abr^ger, 

et C ^tant toujours ime eonstante arbitraire» Or^ puisque Ti est une fono» 
tion rationnelle de yi^ la somme Y sera une fonction rationnelle et sjr» 
m^trique des radnes de requation (7*)^ dont on pourra obtenir la valeur 
en fonction rationnelle des coefficieots de cette ^quation« Cette qnantit^ 
Y est donc une fonction rationnelle de y} et^ par consequanty riat^rale 
fYBy s'obtiendra toujours sous forme fioie« 

Donc 9 en vertu de r^<jSation (8.), la somme des valeurs de Tin« 
t^grale ^x^ qui r^pondent aux n racines de requation (7*) prises aucoes« 
sivement pour la variable x^ s^exprimera sous forme finie^ en fonction 
de yy quoique cette integrale \//x ne puisse pas s'obtenir. sous forme finie^ 
ni memo se r^duire, en g^n^ral, u des fonctions plus ttmples| teile que 
les fonctions elUptiquest 



94 ^ Foissom, ikiortme9 rtkni/s amx mt^grmin Jet foneüons ülgibrifätt. 

Avmot AMxT plos loio^ 3 est bon de v^rffier ee th&Nrenie aar im 
eKemple» 

Si^ipoeons, poar eda, qoe T^quetioii (7.) soit 

oiiy ee qni est le meme cbose^ 

9. *•— (l + Ä)/>x+Ä = 0; 
h 4Auki ane centtante, rt eo laisaii^ poar ebr^er^ 

SoppeeoM «nai ifom Pos «t nopteoMBt JTssjr. 
Ob eanii daos ee 



} j. = 4(1+*)/»- i ••((l+A)'>*-4Ä). 

poor les deax nMuee de F^qoetioa doooee« Le qa a uüt^ T eera lear 
en Sorte qoe Poo 



r - C+tXt+r') 

I^ lul^tä le rcpreaent^ p«r ^x nn 



et ■ M» Cmoh 



11. ^ri+^r. = (i+*)(il^-iogj±^+rj.+^/.)+c. 

EOe iiiiliiiifara poor hnlcs 1» rwkmn p o siti TC» de j, ca j re grdea t le 
nJie^ /T(l— '*)(**~*^] oomme ose qoentit^ pootive. Si cette «erieble 
est B^gaüve, retpMlioB (11.) mUhm ■ eneece, m j iilw ii ^tMH le Mgoe 
4m radieri, ee qoi iih te e>in oeaac de ^jr et ^x. 

Ob «an» mm» ibrflie fiiue, 

^x s $loB[2*'-l-*»+2/^((l-«»)(A«-«^)J. 

L'eqoiüoa (9.) dooM 



d'oö U r&ulte d'abord 

<p'*=:iIog(l+^)+ilogl2;»*— l~Ä + 2/-((l-;»ir)(Ä-^x))]j 
iQan en Terttt de I'^ation (9.)» on a ainsi 

(1— /»ar)(Ä-/»ar) =» Ä-(l +*)/»»+ /.«*»«= «»(^'—1); 
et en ÜBwant 

/'+V(/»*~1) = -ji^ = f, 

on en conolnt 

ra? » ilog(l+Ä)+iIog(2ya?— l-Ä). 

Cela ^nty nous aurons 

et oomme, d'aprds la m^oie ^uation (9«) doQt yi et y^ aont les deox ra- 
ines^ on a 

il en r^sulte que la quantit^ comprise sous le second logarithme se r^duira 

aa carr^ de ~|_ 9 «n ayant ^gard aux valeura de p et fj par oon- 
s^quent^ on aura 

(py.+cpy, = «og(i-Ä')+iog(|±^). 

Au moyen de cette valeur^ et en comprenant le terme (14-A)Iog(l— A^ 
dana la oonstante C, la partie logarithmique disparoitra du seoond mem- 
bre de T^ation (H*)» V^ deviendra simplement 

Ponr d^terminer la eonstante C^ je aupposerai que le$ integrales 
<P/i at <p/2 s'^yanouissent pour jrsO^ ee qui rendra nulle oette eon* 
ttante« D'apr^ les fonnules (10.)» on a /iss 1 et jr^^^^ pour /esO; 
left quantit^ (p/i et ^x^ Krout dono alors Tint^grale ^x^ prise depuis 
flp = 1 jusqu'd. x = Yi po**"" ^7i 5 ®* depub x = A jusqu'Ä o? =: jr, pour 
(Py^i en sorte qae Ton aura fiualement 

On v^rifiera oette ^quation en diffi^rentiant aes deux membres par 
rapport ä ys oe qui donne 

ori r^quation (9.) donne aussi, d'aprds ce qu*on a vu plus bauti 



06 ^' Poisson^ ih^orhnes rtlati/s au» ini^graies in foncüoru otg^briques. 

/((l-*^)(A»-ar^) = ar(l+A)|r(/,»-l); 
en differentiant cette möine ^quatioa (O.)^ il ?ieot 

[2x^(i+h)p]9jt = it+h)sdpj 
eo mettant dooo sucoemivemeDt yi et fi ^ Ia P^m ie x^ dana oes deux 
dernieres ^uations^ on aura les valenn des radicaux oonteDua dans I'^ 
quation dj£f(^rentielle pr^c^dente^ et de» diSerentiellos d^^ et df^i ^ ^o. 
Tertu des dqqations (l'i.)^ ees quatre Taleurs et eeUe de p rendront cette 
Quation diffi^rentielle identique« 

II suit de cette v^rification que Tequation (13.) a lieii; non seule- 
ment pour les valeurs positires ou negatives de y^ mais aassi ponr les 
valeurs iroaginaires de cette Tariable. En y mettant jry^ — 1 i^ ki place 
de yf et changeant le signe de Tan des facteura sous les radicaax^ nous 
aurons cette seconde equation 

11 P' {h + x^)dx , fU (h+x*)dx _ _ 2(1+Ä)r 

dans laquelle la variable y sera supposee reelle ^ et oi)i Tod prendra les 
radicaux avec le signe -{* ^^ ^^^^ ^^ signe — , seien que cette yariable 
swa positive ou negative. £n meme tems, les ^iiations(I2.) devicildroiit 

ie AI (t+ÄJ(t-r") 

VL 

L'nne ou Tauire de ces ^quations (13.) ou (14.) ^ la secondei par 
exemple^ pourra encore Stre v^rifi^e par la transformation des int<$grales 
qu'elle renferme, en fonctions elliptiques. 

A ceC eSet^ je suppose la constaute h moindre que ronit^i et je bis 

^^ il S25 Cm sc SST I a • ft ' • 

' 1— C* SlO* 9> 

II en resultera 

^x dip 



les valeurs de (p qui r^pondent ik xssil etx=asA seront (p = f« et ^ ssO; 
en appelant dono (Pi et ^2> celles qui repondent u yi et /a» l'equation 
(14.) prendra h forme: 

CO, ce qui est la meme cbose» 



4. BoitsoH, th^orimes relatifs aux inUgralta des /onctiont algdbriques, 97 

I/o Va—c* sin» 9)^/0 V(i— c*8iii»y)J 

4.Ä«r /'• — ^ + /'• ^^ , 1 = 

Lv/o (1 — c««in*yf Jo (1— o«8iii»*J 

O'ttUettn, on a identiquement 

(l-c««iii«9>)* ^ ir(i-c«.iD»» 

en emplojrant les notations connues de Legendr e, pour d^signer las fooo« 
tions eUiptiques de premidre et de seoonde esp^oe, on aura d<me 

Hab« d'aprds la valeur de »% on a 

16. Mn<p= ^ ^^ S oo«(p=: — ^jj — ', »r(l— <:»»ui«(p)aB-; 
d'oÄ Ton oonolut) en vertu de T^quation (9>)) 

en mettant //* — 1 au lieu de /, et prenant le radical avec le möine 
signe qae y^ comme le suppose T^uation (14.). Oa aura dooo 

quantit^ qui ae reduit ^ -^47^9 ®i^ ajant ^gard aux Ration« (15a)« 

Far Gons^quent noua auroosi pour l'^quation (14.) tranafonn^ en fonotiooa 

ellipliquesa 

17. A[F(c,(p,)+F(r,(p,)] + £(c,^0 + £(^,<p2) - 

AF(c,i7r)+E(r,i^) + Mj^ 

resultat (adle a verifieri au moyen des propri^t^ coonues de oe geare 

de quantit^« 

Seit, en effet, w un angle tel que Ton ait 

pour ce meme augle^ on aura aussi^ comme on sait^ 

JE(^f ^1) + ^(^> ^2) = JB(^, i^) + c sin w sin (Pi sin ^2 ; 
d'apres la premiere formule (16.), appliqude aux aogles <Pi et ^2> on a 
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98 ii PoU$üm, tkdorhim niaiifs mux üäJf/rmlm dm fomdmu migibfiqmm. 

quantit^ qd le r^diitt & tJ^ ^ ^ ^^^"^ de8^qiiatioii8(15«); paroon* 
s^qoeo^ r&pwlian (17.) deviendra 



Or^ CO saü mmm qoe Tangle u^ sera d^ermio^ par TequatioD *) 

^.^ ,^. cos y , coty, — siny, sioy,y(l— c*siD*y^)Tr( t— c* tin* y,) , 

^"^^^ l-c-iin'y.tio'y, » 

al d'aprds laa fornmles (16«)| le num&rataar de eeCta ezpnanoo a poor 

|?[/[(l-7!)(i-j:)]-;~/Kr:-0(r:-Ä*)]]; 

quantit^ qni «e reduit A a^ro^ ea Tertu des ^quatioiis (I5«)« Qa a dono 

ooao^ssOy xc^ssl«, aiDicFsssl; 
oe qui reiid identiqiie T^quation (18.) qo'U s'agissoit de T&rifier* 

vn. 

ReveBODs maintenaDt A r^quatkm (8.)« 
Ed la di£RSrentiant par räpport u y> on a 

et dans oette ^qmidon dtff^reiitieUe entre /> /it y»» ••••/»> oes ii+1 va- 
riables soDt s^ar^; car r est une fonctioii de y ($• lY»)^ ^ ^i t ^a » « • • 
• • • Iii9 sont respeotiTejBient des fonctious de /i» y%9 •• •• /»• Or^ ea met« 
tant soeoassiTeiiieDt yif y^f •• • • ymp ^^ l>^u de x dans r^quation (7«X 
eo ami 



ee sjrstäne d'^quatioBs alg^briqoes entre les n-^l variables y, /i» /n 
• • • /» f satisfera dono d T^quatioo differentidUe pr^o^ente ; mais fl i 
sera qo'iine integrale partionlidrei pareeqa'il ne renferme auoime oonstante 
arbitraire« 



•) ' TrüUi dm fomiina a^itfum, iame 1*% page22. 




4, Foisson, ih^orimu rtlaiifs aux mi^graUi an fofwiian$ olgdbri^ua. 99 

Pour un iodioe queloooque i, oa se rappellera qne l'on a^ dans 
oette ^quation diffiSrentiellei 

et qoe Yi eat une fooodcm rationnelle et entidre de 71, ou uo polyoome 
ea Xif d'iin degr^ quelooDqae* 

ynL 

Le tfa^rdme oontenu danf T^quation (8.) est disdnot de oeloi 
qu'Abel a dono^ dans le Journal de M. Crelle*), et dont Legendre 
a &it la base da 3* Supplement ä son trait^ des fonotions elliptiques. 
Mais on panrient aussi- & un th^rdme semblable ä oelui d'Abel, par les 
oonsid^rations trds-Mmples qui nous ont oonduit ä T^quation (8.). 

Pour le fiedre voiri soient <PiXy (Pa^p fi^yfa^f quatre polynomes 
d'un degr^ quelconque par rapport ik x: les coSlBdents des deux premiers 
sont des constantes donn^s; eeux des deux demidrs sont des fono* 
tions rationneUes d'une variable z ; une autre variable y est li^e ik x et y 
par les deux ^uations; 

d'oÄ Ton tire cette tiroisieme Ration 

(i.) 0iarC/;a?)*-<P2^(/ia?)' = 0, 
entre x et z. La' premi^ ^^tion (a.) donne aussi 

e& Ton prendra le signe sup^rieur ou le signe inUriem^ seien que le rap« 
p^ :^^ qui exprime la valeur de y ür4e de la seconde equation (a.), 

Ben poritif ou n^gatif. 

D^gnons auui par X une foootion rationnelle et donn^ de la seule 

yariable x, et fiaisons 

le Mgne etant d^termin^ d'aprds oelui de y, ou de y^, oomme on vient 

de le dire. L'int^grale fXdx aeeomposera d'une partie entidre et d'nne 
pertie l<^arithniique ; en sorte que l'on pouna toujoun la repr^senter par 
fXdx = P+-<log(«— «i)+Blog(*— ß)+eto.; 

«\ To"** ni- * p*s* 3^3' 
' 13» 
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P ^tant im polynome en »y etJ^ B, eto«^ et, ßf etc.; cl^signant des con- 
stantes reelles ou imagiDures^ dont le nombre sera double de oelui qui 
marque le degr^ du d^nomioateur de X. 

Gela pos^i si Ton metfXSx au lieu de X dans T^natioo (2#)f 

/{/Xdx) dy +/yX dx = yfXdx+ C; 
et d'aprds les valeurs pr^dentes de y^ ^x^ jXBxy il en r&ultera 

— s ^p+ j^ log(x— «) +/B log(a?— ß) + etc. + C; 
Nds^ en int^grant par partie, on a 

yiog(ar--ß) 5jr = 7 log(ar— ß) ^/^^\ 
etc.; 
d'apr^ la valeur de fx dx, on a aussi 

il en.r^ultera donc 

^yiog(:r— «)a/+ J9yiog(a?-ß) d)^+ etc. 

SS y^log(a?— «)+yiBlog(a?— ß)+eto. +JyidP^Xdx% 
ety par oons^quent 

^;r +y^P^y+/y dP—J^yX dx := yP+ C. 
Donc, ä cause de 

on aura simplement 

^x^f^Bx + C. 

En diff^rentiant Töquation (6.) par rapport & dP et is, on en dediüra 
une valeur de dx que je repr4ienterai par 

Bx s= X' dz} 

X' ^tant une fonction rationnelle de x et ;s« Si donc on fait 

XX' f, X f. 

de Sorte qne Q seit aussi nne fonction rationnelle de or et :t, on aura 

^Xü:^J^Qdz+C. 
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Maioteiiaii^ soft m le degr^ de T^quatioo (i.) par rapport hxi d^ 
aigQOos par Xgf X29 •••• z^, sea mraoinea en fonotiooa de z^ et par Qtf 
Qtf • • • • Qm$ Im valeura correspondantes de Q: en fiaisant^ potir abr^ger^ 

aubatituant sucoessir^iiient Zi^ z^, .••• z^p ä \a place de x, dans T^fjua- 
tion pr^o^ente^ et prenant la soimne des resultats^ nous aurona 

Or^ ^ aera une ibnotion aym^trique et ratioanelle dea racinea de l'eqoa« 
tion (i.)^ et 9 Gona^ueinment une paralle fonction de aea coSfiBdenta; 
par Gona^quent Vint^nl^ iZ dz a'obtiendra toujoura aoua forme finie, par 
lea rSglea ordinairea; d'oiä il r&ulte que la aomme dea valeura de Tintd« 
grale ypXf qui if^ondent aux mraoinea de T^uation (i.)^ a'obtiendra 
auaa aoua forme finie^ en fonction dea coeiBoienta dea quatre poljnomea 
q^^Xy <P%Xp fiXyf^x; ce qui eat conforme au th^reme d'Abel que Ton 
vient de dter. Dana cette aomme, on derra ajouter ou retrancher lea 
diferaea valeura de yi^Xy aelon que lea valeura oorreapondantea z^, ^^ ••• 
.^. z^f de Xp rendront positive ou negative la valeur de y, ou du rap« 

On ae bome ici ä faire voir que la somme des m valeura de 4^x 
est toujoura exprimable aoua forme finie; la valeur de cette somme a'ob« 
tiendra, dana cbaque cäa, par le caloul des fonctiona aym^triquea dea ra« 
dnea d'une equation« qui fera connoitre la quantit^ Z^ et ensuite par les 
rSglea de Tiot^gration des fractiona rationnelles, qui donneront l'int^grale 
*Zdz; mab Abel a donn^ Texpression g^n^ralede oette somme de Y9t* 
leurs, ainsi qu'on peut le voir dans son memoire et dana le auppl^ment 
de Legendr e« Cette expression, pour ^re appliqu^e aux notationa pr^ 
e^ntea, auppoae que Ton fasse 

(px eXfx Äant des poljnomea en x d'un degre quelconque, et a d^dgnant 
une oonstante donn^ 

DL 

Au lieu de mettre j^ A la plaoe de y dans l'^quation (3«)f ainsi 
qu'on i'a fait pr^demment ($• 4.)9 on auroit pu remplacer y par la puia» 
aanoe quelconque m de cette variable , et il eat ^dent qu'ou aeroit par« 



/ 
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renn A un« ^lation (8.) dans laquelle l'mt^rale yp» oontieiijboit la ra- 
dne m au lieu de k radna oarr^ d'une (bnctton rationnelle de x, Plin 
g^^ralement encore) on pevt ^tendre l'^qnation (8.) ä rint^grale d'nne 
fonotion alg^brique queloonque, explidte ou implidte} et le raisoniieinent 
relatif A oette extendon ne sera qu'une r^p^tition de edtu qu'on • exftm6 
dans le quatri^me paragraphe. 

En effet, sment X un polynome en x ei fx une fonotkm alg^bri» 
qtie de oette Tariable; ai nous üuBona 

y SS /*, ^px = /jT« ^X, 
l'^uatioD (2,) deviendra 

(c.) yjrdy+i^xcnyjr+a 

Suppoaons que Ton fime dispardtre les vadionix et les d^aominatenn dana 
l'^quation yssfx, d^ngnona par AsO P^quation qoi eo r^snltera, et 
i(^t n aoo degr^ par r^^KwC A x. Ou en tireva n valeura de 4P en Idbo 
tioM de yi nem lea repreaenterons par y,, y,, .... y», et par T, T,, ... 
. . . T., lea valeura correqKmdantea de X. En anbatitaant au cee Mi r e ment 
eea n Taleora de x dana l'^quatkn pr^o^dente, et prenant b somme dea 
i^auitati, noua aurona 

0«, oe qin eit Ja mteie dioaey 
en fainnt, pour abr^, 

ri+T,+....+ r. = r. 

Or, oette aomme T aen une fondk» «jm^trique et ntionneOe dea raei- 
um de P^qoation ilsO; par cons^qoant, une awmWaWe foncüon de aea 
QO^Boieiits, «t, cons^queBunent ausai, une fonetion rationndle de y. Dooe 
riat^gnde /rdy »'öbtiendra toujoun aous forme finie, par les regle» 
£nair«a; dono «aasi la aomme des « Tatanra de riat^rale ^x, d'une fono- 
tion a^gv^Mriqae qne ko nqne, qui repondent anx n Taleora de x tit4e» de 
requation il = 0» est toi^oors exprimable sous forme linie en foncdon da y. 
On parriendra A un aeoond th^or^me fiitiaet de oette propoeüfon 
g«n<rale, en mppoaant, oomme dana le p um g ra p he pr^o^dent, qne b 
riable yaottüeeuxcCAune «ntm variable s, per rdqnatioa 



de 06 pmgraphe. Mettons^ de ^Vn^fXBg^ ä la plaoe de X dans ^x 

qoi defiendra alers 

^x ^sifXfxBxi 

et Bopposons qoe X seit aohienemeDt ane fonetiott ratkmoelle, entidre ou 
finotioiiiiaire de x^ de sorte ^e Too eitf eomme dans oe ttdnie pan^r^he, 

fXdx = P+^log(dP— «) + Blog(jr— ß)+eto. 

Ed j 8iibstitiiant oette valeur de CXhx au liea de X^ I'^uatioh (^.) devieodra 

Py+y^log(ar— «) + yBlag(ar— ß)+etc.+ C. 
Par l'iot^gration par partie, pratiqu^ siir les int^raleay log(jp— a)^')^^ 
Jlog{x — ß)dy^ ete»5 OD r^duira eette ^quation i 

oa bieD ä 

en mettant pour y sa raleiir 4^- • Or, n Ton substitue aussi cette valeur 

de y dam I'^quatioo RssO^ il en r&ultera une ^quadon en x et « que 
je d&ngnerai par 7*s= 0^ et je represmterai par 8xssX^dz sa diffi^rentielle 
par rapport ä oes deux variables^ dont X' sera une fooctioD ratioooelle« 
Eo fiosant^ comme plus faaut^ 

XX' Ax _ ^ 

oette quantit^ Q sera ^galement une fonoljon rationnelle de ^ et is> et 
Ton aura 

ypx ^jQdz+C^ 

Je d&ignerai par m le degr^ de T^quation TesO par rapport & x; je 
representerai par Zif z^f •••• z^^ ses mracinesi et par Qu Q^f •••• Qmf 
les Taleurs oorrespondantes de Q/ en fiausant toujours 

substituant sueoessirement Zi^ z^^ . . . . z^f au lieu de z dans f^quation 

et prenant la somme des residtats^ on aura 

^«i + ^^ + «»*»+^«ji» = /^ö«+oon8t» 
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Cela po8^9 on verra, oornme pr^o^emment, que Vint4gnle fZ d z 

pourra toujoura s^obtenir sou forme finie« Par cons^quent^ queUes qua 
soient la fonotion alg^brique fx et la fonetion rationndle X de x, la 

somme des valeurs de Tint^grale ^t/x^ ou fXfxdx^ qid r^pondent aux 

Talenrs de'x iir6en de T^quation fxx^s^f^xfx^ laquelle deWeot^ Tzss^ 
aprSs qu'on a fait disparoitre les radicaux et les d^nominateurs ; cette aommei 
disoDS^DOus^ sera toujours exprixnable soua forme finie, en fonotion de 
la variable Zy dont les ooeffieiens des polynomes fixtlf^x sont des fono* 
tions rationnelles queleonques« 



■1 
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5^ 

Soludon d'une question fondamentale concemant la 

theorie generale des courbes. 

(P«r Hr. Flacker, prof. ord« de math. l l'anirenili dt Halle.) 



Jüa d^oomrerte du principe de reciprociti (tL^orie des polaires redpro« 
ques) ou ce qui est ideDtiquemeiit la meme chose^ celui de dualiti a fiaut 
naitre luie foule de questions nouvelles, dont Tuue que |e regarde avec 
M. Poncelet comme fondamentale n'a pas ^t^ resolue jusqu'A ce jour 
malgr^ les effbrts des plus habiles g^omdtres« 

ML Gergonne lorsqu'il introduisit le premier ses doubles coIon« 
neSi qui depuis ont fait fortune a suppos^ que le degr^ d'une courbe 
soit ^gal A oelui de sa polaire, ou^ eo autres termes, que le nombre des 
points d'intresectiou d'une courbe alg^brique d'un degr^ quelconque aveo 
uQe droite donn^e soit en g^n^ral ^gal au nombre des tangentes ia la 
mSme courbe passant par uu point donn^. Plusieura ans au paravant 
M« Poncelet avoit d^jiü reconnu le contraire, en annon9ant que^ si le 
degr^ de la propos^ est m, le nombre de ses tangentes, partant d'un 
meme point donne est de m(/n — 1): fait Evident et tres faoile u prou«« 
vcr par Tanalyse« Cedant enfin roalgr^ lui N« Gergonne garantit (V 
ses doubles colonnes ieur validitö en remplagant seulement dans Tune 
d'elles le mot degre par le mot classe. D^apres cette d^nomination une 
courbe propos^e du m'^*°' degr^ est de la m{m — !)**"• classe et sa pp- 
laire de la m'^'^^ dasse. Cette nouvelle Classification des courbes me 
parait tres importante; en Tadoptant je me plais de reconnaitre que la 
meprise meme d'un homme d'esprit porte ses fruits. 

Des que les courbes passent le second degr^^ il se presente uqe 
dinieult^^, que je vais exposer. Le degr^ d'une courbe propos^e ^tant m, 
celifi de sa polaire sera en gen^ral m(m — !)• Cette nouvelle courbe a 
r^cjproquement pour sa polaire la propo8^# Tandis donc, qu'en g^n^ 
ral une courbe du m(m — l]?^*^"* de{>r^ a pour polaire une courbe du 
m(m — l)[m(m — l)—lf"'^ degrc^^ une courbe particuhere de ce mSme 
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iegü6 a pour polaire une oourbe du m^'^ degt6 seulement. Ainsi par 
exemple h une courbe du 3'^"^ degr^ riepond oomme polaire une courbe 
du 6'^ ä une oourbe du 6'^^ degr^ en g^n^ral une oourbe du 30^""; 
mais dang le oas particuUer en question oa degre se reduit de 27 unit^ 
et redeseend au troisieme« De mSme ä une oourbe du 4^^* degr^ repönd 
oomme polaire une oourbe du 12^*"% ä une courbe da 12'^' degr^ en 
g^n^ral une oourbe du 132^^; mais dans le oas partioulier oe degr^, en 
se rabaissant de 128 unit^^ redevient le 4'^"''' (^elle et dono la natura 
de la courbe particuliSre qui produise une r^uotion si extraordinaire? 
Toilä la difBcuU^ ji r^aoudre« 

Mf« Ponoelet essaja d*en donner rexplioation dans le präsent Jour« 
nal (vol. lY« p« 13.)« II ra trour^ dans les points doubles de la courbe 
polaire de la propos^, dont ohaoun d'apr^ lui produit dans le degr^ de 
la polaire r^proque one r^uction, de deux unil^. Je designois aussi- 
t6t (Analitische Entwiokelungen toU IL p« 288« , note) cette explioation 
oomme {noomptete, vu qu'une oourbe du m(m — 1)^* degr^ ne poor- 
roit Jamals avoir nn nombre de points doubles süffisant pour op^rer la 
r^uction exig^e* J'aurais du ajouter^ que dans le oas de m ss 3^ la oourbe 
propos^ ne permettant pas d'^tre toucb^e par une möme ligne droite 
en deux points diffS^rens^ sa polaire ne pourroit pas admettre de points 
doubles« Plus tard, dans la süite de ses memoires (joym le pr&ent Jour- 
nal vol. y IM. 9 p. 38.) M* Ponoelet convient^ eo parlant de Pexplica« 
tion en question ^^ de n'avoir fait que glisser suir cette importante et dif- 
ficiie matiere»" Ensuite il oontinue ainai: ^^En effet la Solution de oes 
^^questions dopend du perfectionnement d'une autre th^orie^ celle des points 
^^singuliers des courbes^ qui n^est pas encore completement faite malgr^ 
^^les savantes reoberobes de nos pr emiers g^ometresi et eile tient aussi 
^,aux difficult^ les plus ardues de la science de l'^limination» Mais, quoi« 
5, que lea consid^rations d'une g^m^trie purement intuitive , appujr^ de 
^^notions qui d^rivent de Fadmission du principe de continuit^, nous aient 
,y permis d'entrer plus avant dans le fond de la question, nous ne saurions 
,,nou8 flatter cppendant d'en avoir ^lairoi enti^rement les difficult^ et 
^^d'avoir dissip^ tous les nuages dont eile demeure encore envelopp^«'' 

Voil^ r^tat de la question dont je me propose de consigner ki la 
Solution. 
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Une oöurbe^ peut ßtr« regard^e ou oomme di^i(e par ud point on 
ooiiime enveloppee par une ligne droite» Au premier mode de g^n^ralion 
86 nf^porte la maniere g^n^Iement en usage de represeuter une oourbe 
par une i$quatioD eatre deux variables. Dans cette g^iif^ration o^est un 
oas tout singulier ü le point g^n^rateur s'arrete pour se diriger en sens 
oontraire; les oourbea repr^senti^s par les ^quations g^ni^les d'un degr^ 
queleonque n'admettent pas en g^n^ral de points de r^broussement« Elles 
D'admettent pas non plus en g^neral de points multiples ou isol^« Mais 
dies auront en g^i^ral un certain nombre de points d'inflexion^ qui ne 
se comportent nullement oomme points singuliers^ car dans de tels points 
le mouvement du point g^n^rateur n'est pas interrompu« Dans le seoond 
mode de g^n^ration^ auquel se rapporte un algorifbme non moins fadle^ 
il n'existe pas en g^n^ral de points d'ioflexion^ parceque dans un tel point 
le mouvement de la droite g^n^ratrice s'arrdte et oontinue ensuite en 
sens oontraire. II n'existe pas non plus en g^n^ral de tangentes multiples« 
Mais il j aura en g^n^ral un oerfain nombre de points doübles et de 
de points de r^broussement« Dans ces derniers points le mouvement de 
la droite g^n^ratrice ne pr^ente aueune singulariti^^ eile j oontinue A se 
möovoir dans le m6me sens. La d^finition de la tangente n*est pas la 
m6me dans les deux modes de g^n^ration; dans le premier toute Ugne 
droite passant par deux points coioddans (oonseoutiis ou non) jouit du 
röle de tangente ^ dans le second la tangente /o'est la droite g^n^ratriee 
dans ses diffl^rentes positions. De la rdsulte qu'ä obaque point double 
d'une oourbe propos^e reponde une röduction de deux unit^s dans le 
degr^ de sa polaire^ oomme M« Ponoelet Ta remarque le premier^ pour« 
vu toutefois quo le point double ne soit en particulier un point de rd- 
hroussement i dans oe oas au oontraire la r^duction est de troie unit^« 
D^aprds ees pr^liminaires^ je passe fü T^nonc^ de la Solution« 

Les courbes repr^ent^es par l'^quation g^n^rale du nt^"^^ degr^ 
ont en gen^ral un nombre de points d'inflexion ^gal ä 3/n(/7i — 2)^=^M 
et un nombre de tangentes doubles ^gal i\ 

i(m + 3)/?i(/7i— 2)(/7i — 3) = N. 

Leurs oourbes polaires du m{m-\-\)^^ degr^ auront dono en g^n^ral M 
points de rebroussement et N points doubles propremeot dits. Le degr^ 
de leurs polaires^ qui pour les oourbes de leur degr^^ est en g^n^ral le 

14* 
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m(m-|-l)[/7i(m + l)— }]^9 s'ababe dono de (3M + 2IV) unit^ et re- 
descend ainsi au m^% 

Dana le caa de m s= 3 la r^aotioB provieot dono uniquement des 
poiata d'ioflexioD de la propoa^, ^ flM>nt au nombre de 9. Six de oea 
9 pointa aont toajoura imagioaires. 

Dans le oaa de m s= 4 la r^uetion provient dea 24 points 4'm« 
flexion et dea 28 tangentea doublea de la propos^e« Et amsi de suite. 

Je doia me oontenter ioi d'avoir &iono^ oe resultat^ auquel ae rat* 
taohent une foule de qiiestion du plus grand ioter^ dana la th^rie g^o4« 
rale dea oourbea alg^briquea» On trouvera toua lea d^Feloppemeoa d^ 
airables sur oet important sujet dana un ouvrage qui para^ eo peu de 
moisy dans lequel je me propoae d'exposer uo aTst^me de g^m^trie ana» 
Ijtique cn partant de points de Tue nouveaux et an m'oeciipant presque 
exdusivement dea courbes de degr^ superienra» 

Halle, oe 14. F^vrier 1834^ 
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Über eine allgemeinere Art der AfEnität geometrischer 

Figuren. 

(Von Herrn A. F. MSbiuSf Professor in Leipssig.) 



la meinem 99 barjcentrisohen Calcul'' habe idi zu zeigen gesucht ^ dab^ 
auCser den schon in den ersten Elementen der Geometrie in Betracht kom-« 
menden Be^ebungen^ in welchen Figuren zu dnander stehen können^ und 
wonach zwei Figuren einander gleich und Shnlich^ oder ähnlich 
allein^ heifsen^ es noch einige andere dergleichen Begebungen oder Yei> 
wandtschaften gebe^ die 5 obschon von allgemeinerer Beschaffenheit^ ab 
jene sdion bekannten^ doch in das Gebiet der ElementaivGeometrie noch 
gehören^ indem auch bei ihnen Puncten der einen Figur^ welche in einer 
Geraden liegen^ in einer Geraden enthaltene Puncto der andern Figur ent- 
sprechen« Ich nannte diese allgemdneren Verwandtschaften Affinität 
und Gollineations-Yerwandtschaft; denn die Gleichheit^ die 
ich an jenem Orte zwar ebenfalls als dne besondere Verwandtschaft be- 
bandelt habe^ ist im Grunde nur als eine spedelle Art der Affinität zu 
betraditen. 

Bei der Collineations* Verwandtschaft ist, wie sdion ihr Name aus- 
drucken soll 9 gedachtes Entsprechen gerader Linien das alleinige sie cha>» 
fakterisirende Merkmal« Bei der Affinität hingegen kommt als zweites 
Merkmal noch hinzu , dab je zwei Theile der einen Figur — Flächen- 
theile, oder Theile des Raums, nachdem die Figur in einer Ebene oder 
im Räume iiberhaupt entbaltep ist, *-• sich ihrem Inhalte nach eben so 
zu einander verhalten, wie die entsprechenden Theile der andern Figur« 

So wie nun aus der Affinität die allgemeinere Verwandtschaft der 
Collineation entspringt^ wenn wir von den oben erwähnten zwei Merk- 
malen blols das erste beibehalten : so wird die Affinität gleichfalls in 
dne allgemeinere Verwandtschaft übergehen, wenn wir das erste Kenn* 
zeichen nicht mehr berücksichtigen und nur das zweite nodi festhalten« 
Bm dieser allgemeineren Art von Affinität entsprechen also die Puncto 
zweier Ebenen einander dergestalt, dab, wenn in der einen Eliene irgend 
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eine in sich zurücklaufende Linie gezogen wird, die entsprechende Linie 
in der andern Ebene^ ä. h. die Linie^ welche durch die den Puncten der 
erstem Linie entsprechenden Puncte geht^ eine Fl&ohe einschUebt, die su 
der von der erstem Linie begrenzten Fläche in einem constanten Ter« 
hältnisse steht. Und eben so ist es bei zwei Räumen von drei Dimensio- 
nen ^ die in dieser allgemeinern affinen Beziehung stehen sollen , hinrei- 
chend, wenn je zwei entsprechende Theile des einen und andern RaumSi 
d. h. solche^ deren Grenzflachen durch entsprechende Puncte bestimmt 
werden^ ein constantes Yerhakttifii zu einander haben. Hierbei kennen 
also^ und werden im Allgemeinen , geraden Linien und Ebenen des einen 
Raums Curven und krumme Flächen im andern entsprechen ^ und zwar 
Curven und Flächen ^ die jede beliebige Form haben können» Denn so 
lange noch nicht die einander entsprechen sollenden Puncto bestimmt sind^ 
hindert uns nichts^ diese Bestimmung bei zwei Ebenen z. B. damit anzu- 
fangen ^ daCei wir dem Perimeter eines geradlinigen Yieledis in der einen 
Ebene irgend eine in sich zurücklaufende Curve in der andern entsprechend 
setzen^ wenn nur die Flächen beider Figuren in dem constanten Verhält- 
nisse stehen ^ welches je zwei entsprechende Flächen zu einander ha- 
ben sollen«. 

Schon hieraus ist abzunehmen , dafs die Grundfbrmeln dieser Ver- 
wandtschaft y d. i. die allgemeinen Relationen zwischen den Coordinaten 
zweier entsprechenden Puncto^ Gleichungen mit partiellen DiflTerenzen seih 
werden 9 indem nur solche Gleichungen zu willkiurlichen Functionen und 
damit zu willkärlicben Curven mid Flächen fahren können. Diese Grund- 
formeln zu entwickeln^ und ihre Integration auszufahren, welches hier anf 
besonders einfeche Weise geschehen kann, ist der Zweck des vorli^en- 
den Aufsatzes. Ehe wir jedoch diese analytische Untersuchung begmnen, 
wollen wir, grufaerer Ansohaulidikeit willen, den Gegenstand zuerst auf 
folgende rein geometrische Weise in's Auge fassen» 



§• 1. Heilsen M und IV die beiden Ebenen, deren Puncte in affi« 
ner Beziehung zu einander stehen sollen. Man denke sich die Ebene IV 
mit zwei Systemen paralleler Geraden T, T^y T^^ .... üj üi^ U^y .... 
iiberzogen, von denen die Linien des einen Systems die des andern recht« 
winklig schneiden; die Linien jedes der beiden Systeme far sich seien. 
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jede Ton der nSohstfolgenden^ uneodlioh wenig, abet gleich weit entfernt. 
Hierdurch wird IV in eine unendliche Menge unendlic;h ii^leiner und ein- 
ander gleicher Rechtecke zerlegt 

HeiCsen nun X, X,, X^, .... T, r„ T^, .... die den T,T,y.... 
.üf ütf •• •• 'entsprechenden Linien in der Ebene My no muls M durch 
diese Linien eben&IIa in unendh*ch kleine und einander gleiche Vierecke 
gellieilt weiden 9 deren jedes von irgend zwei auf einander folgenden Li- 
nien der einen Reihe X^.... und zwei auf einander folgenden Linien 
der andern Reihe T, .... begrenzt wird. Sind diese Linien wirklich ge- 
zogen , so bt damit die affine Beziehung beider Ebenen volllcomroen be- 
stimmt. Denn für irgend emen Punct der einen Ebene läfst sich nun- 
mehr der entsprechende in der andern angeben, — ^ dem Durchschnitte 
yon Tp und Ug in IV entspricht der Durchschnitt von X^ und Y^ in JM^ — 
und je zwei sidi entsprechende Flachentbeile in IV und M verhalten sich 
wie eines der Elementar-Rechtecke in iV zu einem der Elementar- Vier- 
ecke in M. 

$. 2. Es entsteht jeUA die Frage , wie viel von den Linien X^ 
Xg^ ... . Ty T^y .... in M willkürlich gezogen werden können^ und wie 
hiernach die übrigen zu bestinmien sind^ damit die durch die Kreuzung 
der beiden Systeme entstehenden Vierecke^ der Forderung gemals^ einander 
gleich werden^ und zu den rechteckigen Elementen der Ebene N in einem 
g^ebenen Verhältnisse stehen. Wir wollen der Antwort hierauf die Be- 
trachtung einiger speciellen Falle vorangehen lassen. 

1« Es ist klar 9 dafs die Forderung gleicher Elemente in M er- 
füllt wird^ wenn jedes der beiden Systeme X^ • ^ . . und T, . ... aus paral- 
Iden Geraden besteht, die in gleichen und unendlich kleinen Entfernungen 
auf einander folgen. Denn, welchen Winkel auch die Parallelen des einen 
Systems mit denen des andern machen, so wird dann immer die Ebene 
in einander gleiche und ähnliche Parallelogramme zerlegt. Auch sieht 
man ohne Schwierigkdt, dals dann je drei Puncten der einen Ebene, 
welche in einer Geraden liegen, drei ebenfalls in einer Geraden befindliche 
Pitfiote der andern entsprechen. Mithin ist diese Bezidiung der beiden 
Ebenen die Affinität im engern Sinne selbst. 

2. Man lasse, wie im vorigen Falle, T, T^, .... in gleichen Ab- 
stünden von einander entfernte parallele Gerade sein ; X aber sei eine wiil- 
kTirliche Curve. Denkt man sich nun diese Curve ohne Änderung il 
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Gestalt parallel sich fortbewegend^ so dals jeder ihrer Punote eine Paral« 
lele mit Y beschreibt ^ and bfilt man von allen den verschiedenen Lagen 
der Gurve dne Reihe solcher fest^ welche in unendlidi kleinen und glei« 
dien Entfernungen von einander abstehen , so werden dies die übrigen 
Linien ^ly «X,,.« ..- sein« Denn auch auf diese Weise wird die Ebene io 
einan(3er gleiche Parallelogramme getheilt^ von denen aber nur diejenigen 
tfnander zugleich ähnlich sind, welche in einer und derselben Parallele 
mit X* liegen« 

Hierb^ entsprechen also den Graden U^ ü^^ .... die Geraden Y^ 
7|^«.«.9 den Geraden Ty T^^ .... die Gurven X^ X^^ .... und eben so^ 
wie man leicht wahrnimmt^ jedem dritten Systeme paralleler Geraden in 
JV dn System einander gleicher und ähnlicher und parallel liegender Cor« 
ven in M^ so da(s je zwei einander entsprechende Puncte zweier dieser 
Gurven in einer Parallele mit r sind» 

3» Sei X eine Gerade ^ und die Puncte ^ in denen sie von 7, 
7^9 •••• geschnitten wird^ seien gleidi weit von einander entfernt« Die 
Linien 7^ Y^^ ... . aber seien Gerade^ welche sich in einem von X end- 
lich entfernten Puncte D schneiden« Man übersieht dann sogldch| dafs 
die Linie X^ eine mit X parallele Gerade sein mufii, indem nur unter 
dieser Bedingung die zwischen X und X^ enthaltenen Trapeze dnander 
gleich sein können« Aus demselben Grunde müssen auch X^ mit Xg^ 
X, mit Xsi u. s« w» parallel^ also X^ X^^ X^^ .. .. einander parallele Ge« 
rade sein und zugleich in demselben Yerhältnib einander näher liegen» 
in welchem sie von D weiter abstehen^ da in dem nSmhchen YerbSltnbse 
die von D ausgehenden Linien 7, T^if •.•• sich desto weiter von einan- 
der entfernen« Das System der Parallelen X^ X^^ ,... Ui übrigens nicht 
blob auf die eine Seite des Punctes D beschrankt^ sondern erstreckt sieb 
auch auf die andere Seite von D, dergestalt^ dab D zwisdien allen die^ 
sen Parallelen eine symmetrische Lage hat« 

Um das Gesetz^ nach welchem hierbei die Puncte beider Ebenen 
M und IV auf einander zu beziehen sind^ naher noch kennen zu lemeny 
wollen wir zwei sich entsprechende Tierecke ^ w in M und v in JV^ in's 
Auge fassen. Ton dem Viereck w seien X und X^ y 7 und 7^ die zwei 
Paar gegenüberstehender Seiten ; also 7" und 7;, Z7 und U^ die zwei Paar 
gegennberbestehender Seiten von v. Wfibrend nun die Linien X^ 7 und 
Tg fest bleiben > bewege sich die Linie Xgy welche gleich anfangs dem 
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Putiete D nttier liegen als X^ parallel mit X bleibend^ naoh D nk gleich^ 
f5nnfger Geaohwiodigkeit 2U# Hiwmit VKfiohst anfangs der Inhalt von w, 
aber Immer langsamer« Ton dem Aogenblieke an aber, in welchem X^ 
doroh D geht, und daher das Yiereok w jeu einem Dreiecke wird, Ter- 
wandet sich die Zunahme in Abnahme, da gedachtes Dreieck bei der 
ferneren Bewegung yon Xg ein auf der entgegengesetzten Seite von D 
liegendes, und daher negativ zu nehmendes Dreieck, als Inerement, erbfilt. 
Hat sich Xf auf dieser Seite eben so weit von D entfernt, als JIT auf der 
andern von D liegt, ao fat wsssO, und bd noch weiterer Bewaguiig von 
Xi wird w n^tiv« 

Damit nun diesen Änderungen des Inhaltes von w proporttonale 
Änderungen von i; entf^rechen, so inufii die Linie 7|, welche, parallel 
sich foctbew^end, nut tien fest bleibenden Lmien Tf Z7, ZTg em Reditedi: 
V au bilden fbrtOihrt, von. T sich immer langsamer entfismen, bis sie in 
wie Lage 6 kommt, welche der durch D gehenden Lage von X^ ent-* 
spridit; sie mvis hierauf wieder nach 1^ auriickkehren, und auletst durch 
T auf die andere Seite von T sich wenden, wobei v aus dem l^ositiven 
durch Null m das Negative übergeht« Hieraus adehen wir nun die Fol- 
gerungen : 
j0) dals dem Puncto D inif, in welchem sich T, T^, «•», schneiden, in 

JV nicht blols emPunct, sondern alle in einer gewissen mit 7^ paral- 
lelen Geraden & enthaltenen Puncto entspredien; 

b) dafii nur die auf der einen Seite von © liegenden Puncto in iTeiit^ 
sprechende Puncto in M haben, und 

c) dals jedem dieser Puncto in If zwei Puncto in M entsprechen, zwir 
sehen welchen der Punct D stets in der Mitte liegt« 

4« Wir wollen wiederum die Linien T^ ITi, T^, .... gerade sein 
und sich in einem Puncto i> schneiden lassen, nfichstdem aber annehmen, 
dab die unendlich kleinen Winkel, welche je zwei nächstfolgende bilden, 
insgesammt einander gleich sind« Ist alsdann X ein aus D als MitteJi^unct 
besdiriebener Kreis, so erhellet leidit, dab die Sbrigen Linien X|,JC2^.... 
mit X concentrische Kreise sein müssen, und dafs der gegenseitige Ab-« 
stand je zweier nächstfolgenden Kreise, oder der Unterschied ihrer Halb- 
messer, in demselben YerhSltoisse abnehmen mub, in welchem die Halb^ 
messer selbst zunehmen« Den Geraden T^ 71 , • • • • entsprechen daher 
jetiyt Kreise 9 und es wird mithin jedem Puncto in M eine Reihe unend- 

Civlle'« loornal d. M. Bd. XU. Hft. 2» 15 
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lieh Vieler Punöte m N entsprechen ^ iYie sSmnitUch in einer Parallele mit 
T und io gleich grolken endlichen Entfernungen von einander liegen« 
Eben so wie im vorigen Beispiele wird femer auch hier dem Puncte D 
jeder Punöt in IV entsprechen^ der in einer gewissen Parallele mit T sich 
befindet; auch werden nur den auf der einen Seite von ® liegenden Puno- 
ten in TV Puncte in M, und zwar jedem in IV zwei in M entsprechen^ 
zwischen weldien D in der Mitte ist» 

$. 3» Seien nunmehr, um den ganz allgemeinen Fall zu betrach'-^ 
ten, Y, Tg^ T^^ •«>.• ii^end beliebige Linien, und nur folgenden zw^ aus 
der Natur der Sache seihst flielsenden Bedingungen im Allgemeinen un- 
terworfen: 
ü) dals je zwd nSchstfolgende derselben, wie T ond 7i, iiberall dnan- 
der unendlich nahe sind, und dafs folgUch jedes Element der einen 
mit dem nädisllic^enden Elemente der andern als parallel angesehen 
werden kann; 
b) daCs bei je drei nächstfolgenden Curven, wie T, T^, 1*2, die Ab- 
atüiide jedes Elementes der mittlem Linie ^i von den nächstliegenden 
Elementen der zu beiden Seiten befindlichen Linien Y und T, unendlich 
nahe in dem Verhältnisse der Gleichheit zu einander stehen, dafs also 
diese zwei schon an sich unendlich kleinen Abstünde nur um ein un- 
endlich Kleines einer höhern Ordnung von einander verschieden sind« 
Dieses vorausgesetzt, sei;X eine beliebige, die Linien ¥*, T^, T,, .... 
unter endlichen Winkeln schneidende Linie, und es kommt nun zunächst 
darauf an, der X unendlich nahe eine zweite Linie X^ zu ziehen , derge- 
stalt, dab alle die unendlich kleinen Parallelogramme, in welche der zwi- 
schen X und Xi enthaltene Streifen durch die Linien r, Ix , T, , .... zer- 
legt wird, einen und denselben gegebenen Flächeninhalt / haben« Dieses 
ist aber immer möglich. Denn heiüsen p^p^y p^j .... die Theile, in welche 
X in den Durchschnitten mit T, r^, .... getheilt wird, und ^, ^x, ^2» •••• 
die zugehörigen Breiten des Streifens, so sind pq^ Pi9i^ Pi9i9 •••• jene 
Parallelogramme ihrem Inhalte nach, und es sollen daher ;i^=/>xfi = «««« 
ssf sein« Es mois folglich die Breite des Streifens in demselben Ver^ 
häitnisse zu- oder abnehmen, in welchem £e Theile p^ p^ •••• ab« oder 
zunehmen , und da sich diese Theile der Yoraussetzung 6) zufolge nach 
dem Gesetze der Stetigkeit andern, so wird auch die Breite stetig wachsen 
oder kidner werden, und folglich die Linie Xx, eben so wieX, eine ste- 
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tige seid. Die Breite des Streifens ao einer bestiminen Stellei 2«B. beim 
Elemente />, ist =^f:p^ 

Auf gleiche Weise ISlst sieh eine auf X und X| folgende und der 
Xt unendlich nahe dritte Linie X^ ziehen^ so da£i der von Xi und JT, 
begrenzte Streifen durch Yf r^, • • • . in einander und dem / gleiche Paral- 
lelogramme getheilt wird. Unter derselben Bedingung kann man ferner auf 
X^ eine vierte Linie X^ eine fünfte X^^ u. a« w. ins Unendliche^ folgen lassen» 

Hiermit ist nun^ vrie gefordert wurde^ die Ebene JU durch die zwei 
Systeme von Linien X^ X^^ ••«• und Y^ Y^^ .... in Elemente von einer 
und derselben gegebenen Grölse zerlegt« Dabei konnte das eine dieser 
Systeme, Y^ ^i» • • • * 9 bis auf die unter a) und 6) bemerkten Bedingungen, 
ganz willkSrlich 9 und gleichergestalt eine der Curven des andern Systems, 
X, willkürlich genommen werden« Hiermit aber und mit dem gegebe« 
nen constanten Inhalte des Flächen «Elements waren alle iibrigen Linien 
Xxf X2, •••• des andern Systems vollkommen bestimmt* 

§• 4« Denselben Gegenstand wollen wir nun mit Hälfe der Ana« 
lysis untersudien. Seien Xy y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punc- 
tes der Ebene Itf^ und /, u die rechtwinkligen Coordinaten des ihm in 
der Ebene JV nach irgend einem Gesetz entsprechenden Punctes, so sind 
t und u als gewisse Functionen von x^ y zu betrachten, und es ist dem- 
nach, wenn wir hier, und ähnlicher Weise in dem Folgenden, die par-, 

tiellen Differenzen ^, j-, ~, — der Kürze willen mit t^y t^y 1/^, u^ 

bezeichnen: 

1. dt = tidx^tydyy 2. du 5s= üj^dx^Uydy. 

So wie daher dem Puncto {x^ y) der Punct (/, </), so entspricht 
dem Puncto (jr + rfar, y + dy) der Punot 

(* + /,fljp + /yrf/, u^u^dx^Uydy\ 
folghch dem Puncto (a? + c/ar,y) der Punct {t'\'tj,dxyU'{'U^dx) 
und - - - (Jp,y+rfy) - • - {t^tydyyU-^rUydy). 
Nun ist der Inhalt des Elementar-Dreiecks in der Ebene My welches 
die Puncto (jr,y), (a? + rfx,y) und (^,y + rfy) zu Ecken hat, =a§rfjpdy, 
und der Inhalt des von den entsprechenden Puncten in /V gebildeten 
Dreiecks, ^^ÜP^Uy — tyU^^dxdy. Sollen deqrmach, unserer Aufgabe ge- 
mala, je zwei sich entsprechende Fluchen-Elemente der Ebenen M und /V 
in einem constanten Verhältnisse = 1 : m zu einander stehen, so bat man 

15 • 
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die Fnndamentalglddiuiig swncben partidtoi DiffinmiMnt 

I. t^Uy—tyU^ S9 m, 
worans uoh alle im Vorigen entlialteiien Resultate werden herleiten lataen« 
Peqh wollen wir mvor auf eine aus dieser Gleiehung ideli' leidit erge- 
bende^ aber isielldoht nidit ganx uninteressante^ analjtisohe Folgerung aoF- 
merksam maoben» 

Da nemlioh naob Festsetzung der Gleiohung L r andi mngekebrt 

jedes Element in N sich ni dem entspreehenden Elemente in M wie — :1 

TCirbSIty so mtils, indem man w und y als Functionen von /« u betraobte^ 
und biemaeb 

3t dx ^s^Xidt^x^du^ 4» dyssy^dt-^y^da 

setzte auch die Gldcbung Statt finden: 

^iju^-^uyi = —5 

und da diese Gleichung ^ und die vorige L^ oflfenbar auch dann noch zu* 
sammen bestehen^ wenn m von einem Paare entsprechender Puncto zum 
andern verSnderlich is^ so schliefiien wir: 

Was auch t und u für Functionen von x^ y^ und mithin auch x 
und y iw Functionen von t^ u sein mügen^ so ist immer: 

{txUy—tyU^)(xty^^Xuyi) = 1. 

Rein analytisch diirfte sich diese Formel folgendergestalt am ein- 
fachsten beweisen lassen. Aus (I •) und (2,) folgt : 

Uydt — tydu ÄS (t^Uy — tyU^dx. 

Hierin müssen sich^ weil dt und du von einander unabhSDgig sind^ 
die Coefificienten von dty du, dx eben so zu einander verhalten ^ wie in 
(S.), und es ist daher: 



Von der andern Seite flielst aus (3.) und (4*): 
und da diese Gleichung mit (1.) identisob sein mub, so hat man 

folglich u. Se w» 

Auf gleiche Art kann man weiter schlielseni dafb| wenn V und w 
irgend welche Functionen von t, u, also auch von x, y sind^ und man^ 
wie vorhin^ 
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it SS t^isf'^* ^y^Xf du isz UxdX'\'Uxdy^ 
S« liv SS Vidt+Vudup dw^s Widt-^-w^du^ 

dx s=s X9dv-{-Xufdw^ dy es yvdtr-^^UufdWf und fiberdies 

Mli^ dab ahdann 

fn^fnimW^ S3 1 

ist» Denn befraobtet man x und y, f und u^ v und u^ ab rechtwinklige 

Goordinaten dreier in drei Ebenen sich enfspreobender Punete^ und sind 

e^ eg, #2 drei 8iob entsprechende FlScben- Elemente der Ebenrar^ so ver- 

bffltsich: 

ei0i^=^\%mp eiiexsztimg^ exzesssiintt^ 

folgiicb u« s« w; *)• 

Pab analoge Relationen auch bei vier und mebreren^ Paaren ver- 
ünderlicber Groben, deren Jedes von jedem der übrigen auf beliebige 
Weise abhOngig ist. Statt finden musseui erhellet auf diesem geometrischen 
Wege von selbst« 

§• S. Unsere Aufgabe besteht nunmehr darin , fSr ^ und u solche 
Functionen F{x^y) und f(x,y) von x^y va finden, welche der Gleichung 



*) WiU man steh bi«ryoD aoaljelach ubersatigeir^ so combiDiic man^ die 6 
GTeicbuDgeii (S.) dergestalt, dafs man in den zwei lelzteb deraelben, welche dx und 
dy dorcb dv und dw ausdrScken, dv und dw mittelst der cwei vorhergehenden 
Gleichnogen durch dt und du ausdrückt^ und sodafio ior dt und du ihre Werthe 
aus den swei ersten Gleichungen suhstituirt. Auf diese Weise erhält man swei Glei« 
«hungeoi jede zwischen dx und dy^ deren vier Coefficienten insgesammt Null sein 
müssen» weil dx und dy Ton einander unabhängig sind. Die If ullsetsung dieser Coef- 
ilcienten giebt, wenn man noch ,. dsr Kürze willen, 

y ( a?„ Vi 4-aru^u>< = X, yyViA^yw tot = F, 

setzt, folgende vier zwischen den partiellen Differenzen in (ö.) bestehende Relationen : 

f,X4.iixX' = f, iy Y4^uy T s 1, 

Hieraus flielSien, mit Rücksicht auf (6.)| die 4 Gleichungen: 

m AT s= Uy I m y = — iijt , 
mX' =s — ty, mr'= tx, 
und bieraua folgt: 

8- m(XT^X^Y) = t. 
Onrdi Verbindung der Gleithnngen (7.*) ergiebt sich aber: 

x^m^ 9a WuX — WiX', yvfn^ =s WuY — WfT^j — Wum^ = J^v-S?— *v^; 
und wenn man aus diesen 3 Gleichungen x„ und yu eliminirt': 

folglieh wegen (8.).: 

IRI?t,,llt|^ SS 1» 
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yfo m eine gegebene Constante ist, Geouge leisten« Weil aus einer 
ferential^leichuDg sieh nur eine Funtion bestimmen lafst, so kann die 
eine der Functionen / und u^ es sei i^ nach WiUkiir angenommen wer« 
den (d. b. die Linien T, Ti, •... in der Ebene JA können beliebige adn^ 
$• 3.)j und die andere u ist dann durch Integration yon \. herzuleiten« Zu 
diesem Ende wollen wir die Gleichung !• zunächst auf eine hierzu noch 
passendere Form zu bringen suchen« 

Aus der Gleichung u =^f{a:yy) kann man sich y mittekt der Gld^ 
ohung t ssiF(Xyy) eliminirt denken. Hierdurch wird u eine Function 
von /y J?^ und es ist alsdann: 

du ^=su^dt'{'Uxdx^=iUi{txdx'\;-tydy)'\-Uxdx. 

Bei dieser Ansicht hat man daher statt der vorigen u^ und Uy^ wo 
u garadezu als Function von Xyy betrachtet wurde ^ resp« Uft^^Ux mid 
Ufty CO setzen 9 und die Gleichung L zieht sich nach Substitution dieser 
Ausdrücke zusammen in 

Hieraus folgt aber: 

u^dx — — -, 

'r 

und es kommt ^ wenn man^ mittelst der Gl^chung tssF(x,y)^ ty als 
Function von x^ t ausdruckt, und sodann integrirt, indem man t oonstant 
nimmt : 

/As: 
— y 

und (^t eine wOlkürlidie Function von / ist« Substituirt man dann in Q 
und <^t Vost t seinen Werth F{xyy)y so hat man, wie verlangt wurde^ u 
als Function von x und y gefunden« 

Die willkürliche Function ip/ kann, in Übereinstimmung mit $«3«, 
stets so bestimmt werden, dals der Axe der /, oder irgend einer mit ihr 
gezogenen Parallele, deren Gleichung u^=^e ist, irgend eine gegebene 
Curve in der Ebene M entspricht, d«h« dals die Gleichung e^sQ^tpt 
irgend eine gegebene Gleichung /i {xy y)^=^0 zwischen x und y ist. Man 
bat deshalb nur x und y aus Q mittelst der Gleichungen /i (xy y)z^O 
und r=sF(x,jr) zu eliminiren, und auf diese Weise Q als eine Funotion 
von / auszu^cken« Denn man erhalt somit cp/^-e — Q als eine be- 
kannte Function von /• 
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!• 6. Da(8 die wfllkarliobe Funetfon, welche za dem piurtical&ren 
Werthe Q von u hiozufritti dne Function von F{xjy) oder t sein mubi 
ISiat sieh folgendergestalt audi geometrisch einsehen» Man denke sich 
wiederum das in f. 1« betchrielieney von den zwei Systemen Ty V^ .... 
und Uy U'y •••• gebildete Netz^ wodurch die Ebene iV in einander gleiche 
rediteekige Elemente zerlegt wird ; die Linien Ty .... seien mit der Axe 
der ty und U^.... mit der.Axe der u parallel. S^en ferner P und Q 
zwei solche Functionen von Xy j^ da£i sie^ resp« as / und u gesetzt^ dne 
ojOPeQe Beziehung zwischen den Ebenen^ und TV hervorbringen^ dab also^ 
wenn u^=>h und / =: a die Gleichungen sind ^ welche irgend einer der 
Geraden Ty • « • • und irgend einer der Geraden U zukommen | in der 
Ebene M die entsprechenden Linien der Systeme Xy.... und Y*^ « • • • die 
Gleichungen Q es i und P s=: a haben. 

Die Gleichheit der Elemente in N wird nun nicht aufgehoben^ imd 
ihre Gröfse bleibt dieselbe y wenn wir die Geraden üy . . . . unverändert 
lassen 9 dagegen die Geraden T^ .... in beliebige einander gleiche und 
parallel liegende Curven verwandeln^ so dals die zwischen je zwei dieser 
Curven fallenden Theile von Uj U^y .... noch von derselben Grulse sind^ 
als vorher^ wo Ty .... Gerade waren (Vergl. $• 2. 2.). Es werden folg« 
lieh M und Tf in affiner Beziehung und nach demselben Yerhaltnisse l:m 
auch dann noch zu einander stehen, wenn wir die Linien T^ T^^ .... den 
Geraden U^ . ... und die Linien X, .... den nunmehrigen Curven Ty . ... 
entsprechend setzen« 

SiBi nun u — (f)t9sO die Gleichung der Curve, in welche die Axe der 
t übergegangen ist ,. also u — ^t=^b die Gleichung der Curve, in welche 
nch irgend eine andere Gerade des Systems T,..,. deren Gleichung u =s 6 
war, verwandelt hat« Dieser Geraden, und also auch der nunmehrigen 
Curve^ entspricht aber in M die Curve^ deren Gleichung Q ss 6; und da 
dieses für jeden beliebigen Werth der Constante b gilt, so hat man jetzt 
II — (pt:=sQy statt der vorigen Gleichung uz=lQ. Die Gleichung fs=P 
dagegen bleibt ungeandert, da die Geraden l/y ...., nach wie vor, den 
Curven T^ • • • • entsprechen sollen» 

Ist daher durch die Gleichungen f = P und & ss Q eine affine Be-» 
nehung zwischen M und JV festgestellt, so bleibt eine solche Beziehung, 
und das constante Verhultnilk zwischen entspredienden FlSchentheilen ist 
noch dasselbe, wenn man f =:F und i^sÄQ-(-(pf = (? + ^Q setzt. 
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§• t. IVir wollen jetzt die in $• 5. entwidLelte analytisöhe M^hode 
an den in §• 2« aufgestellten Beispielen erUhitern und daher erstena 

setaen^ so dala dep Axe der u und den ihr parallelen Geraden ein System 
Ton Parallelen in M entspricht ^ und dafs der Abstand je awder der er- 
stem Parallelen von einander dem gegenseitigen Abstände der entspre- 
dienden letztem Parallelen proportional ist« Denn fiir ^ es ^^ und t = tf^ 
admdden die entsprechenden Parallelen in M die Aze der x in Ponoten^ 

irddie Tom Anfangspuncte der x um und , also von rinander 

um die mit t'' — t' proportionale Linie entfernt sind« 

Aus der Gleichung £nr / folgt aber ty ss b^ und damit 

^ rdx mx 

II«— -^+^f« 

Werde nun verlangt , die Funetion ^ so zu bestimmen , dals f&r 
V 8s # die erhaltene Gleichung in aijr-f6|y-(*^i^==^0 übergdtOi dals 
also ^er gewissen Parallele mit der Axe der / tine gegebene Grerade in 
M entspreche« Die Elimination von y aus der Gleichung für diese Ge* 
rade und ans der Gleichung for t giebt 

^ ^ h^t--cb,+e^b 
ßb,-a,b * 

und damit 

^ T b(Qb,—a,b) » 

und es vrird die Glmifaung fSr u, wenn man in der nun gefundenen Func- 
tion 9^ fiir / seinen gegebenen lYerth setzt, nach gehSriger Reductk>n: 

(abi — aib)(u — e) = /fi(Äiap + 4ijr + C|)« 
Bestinamt man daher Oi und bi so, dafs abi — Cibszm^ so wird: 

IT = aix+b,y+[ci, 
wo c^sss dem v<mgen c^ + e^ oder, was dasselbe sagt: 
Bei den Gldchungen 

/ssajr+Äjr+c, M^ssaiX-^-biy^Cg 
veriiSlt sieh jedes Element der Ebene itf zu dem ent^rechenden Elemente 
der Ebene N wie 1 zu ab^ — a^b, was auch auf elementarem W^e leicht 
arkannt wird» Es sind dies die beiden Grundformeln tm die AffinitSt 
in engerem Sinne swisdien d>enen Figuren« 
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Sei 2weit6iis 






y 

die fnr t gegebene Function von »9 y, so dals jeder mit der Axe der » 
parallelen Geraden ^ t = t'^ eine durch den Anfangspunot der Xf y ge« 



ax 



hende Gerade^ f ^ ss — ^ entspricht^ und zwar dergestalt, dals, wenn entere 

ff 



Gerade parallel mit sich und mit constanter Geschwindigkeit fortbewegt 
wird, letztere sich um den Anfaogspunct dreh^ und ihr Durdischnitt mit 
ttner der Axe der x parallelen Linie gleichförmig in dieser Linie fort« 
rückt (denn wird y constant genommen , so wachst x proportional mit t% 



Aus (e^.y folgt nun f^a ry =s nach Elimination von f, 

mithin 



o«w/i^rf*«==^^-=^ 



2«* "" 2a » 

In Obereinstimmung mit $• 2. 3# werde nun die Function ^ so 
bestimmt, dals der Parallele mit der Axe der t^ ü ss e, dio Parallele mit 
der Axe x^ y=^h entspreche« Mit diesen Werthen von u und y wird 

e sss ^-^+ (p ^ und daher u^^essz — (y«— ä«), oder geradezu 

wenn man der Axe der t die Axe der x entsprechend setzt« Ist alsdann 
a positiv, so gehören zu jedem positiven u zwei gleiche und entgegenge* 
setzte ^r, für ein negatives u wird y imaginär; d.h. blofs die auf der 
positiven Seite der Axe der t liegenden Puncto haben entsprechende in 
JUf und zwar entsprechen jedem der erstem zwei der letztern, die wegen 
(a.) den Anfangspunot der jr, y in der Mitte haben, Alles eben so, wie 
wir es in $• 2« bereits bemerkt haben. 

Aus (a.) und (ß.) in Verbindung folgt noch tu^ss^imxy. Einer 
Hyperbel in TV, welche die Axen der t und u zu Aymptoten hat, oder 
vielmehr der Hiiirte dieser Hyperbel > welche auf der positiven Seite der 
Axe der t liegt, entspricht denmach eine vollständige Hyperbel in M 
zwischen den Axen der x und y, als Asymptoten« Uabei verhält sich die 
Potenz der letztern Hyperbel zur Potenz der erstem , wie \i\m. 

Crtfle't Jonnifil d. M. B4. XII. Uft. 2. 10 
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Bnti^reohe drittens» wie im Torigeo Beispiele^ jeder Parallele 
mit der Axe der u ebe darch den An&ngspmiot der x^ y gehende 6e- 
rade» sei aber der Winkel der letztem mit der Axe der y propordonal 
dm Abstände jener Parallele yon der Axe der ii| abo 

t SS ataretang— • 
Hieraus folgt: 

und ^^^^ *^ ;' 

Möge nun der Axe der t ein aus dem Anfiuigspunote der x, y 
mit b als Halbmesser beschriebener Kreis entspreohen» so dals ii ss 
und a^^y^ tss b^ Gldohnngen entsprechender Linien sind« Dies giebt 

Ob^6^ 4.^/9 und somit 

Es entspridit didier bd dieser AnmAme» und wie wir in §• 2# 4. 
schon voraus sahen ^ auch jeder Parallele mit der Axe der t ein Krds^ 
dessen Mittelponct der Anfongspunct der Xf y ist^ audb wird man die 
übrigen dort bemerkten Eigensdiaften durch die hieugen Fotmdn bestS- 
^gt finden* 

Soll der Axe der t eine Parallele mit der Axe der Xf also der 
Geraden 11 = ebenfalls eine Gerade y^=^b entsprechen^ so hat man erst« 
Hdi mfblge der Gleichungen fnr t und fi, wenn man darin für u und y 
resp. und b sMs^ und hierauf x aus ihnen eliminirt: 

wonadli also jede Parallele mit der Axe der t eine linie der vierten Ord» 
nung in M tax entsprechenden hat. 

$• 8« Noch allgemeiner^ als im Bisherigen^ kSnnen Aufgaben i&b^ 
wt Art gestellt werden^ wenn inan nicht geradezu den mit der Axe der 
u parallelen Geraden ^ sondern einem gegebenen Systeme von Linien in 
N überhaupt, wie es in $• 3. beschrieben worden, ein dergleichen Sjstem 
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in M entsprechend wixX. Sei das STstem in N durdi die Gleidrang 
F(J^ u^^ssc ausgedriickt^ wo c fpr eine und diesdbe Linie des Systems 
ootistant und Ton einer Linie zur andern veränderlich ist. Die jedem be« 
stimmten Werthe Ton c, also jeder bestiminten Linie des Systems in IV, 
enti^rechende Linie in M wird eine Gleichung haben ^ die zwisdien a:,y 
und c besteht^ und welcher man, daher die Form /(ar^ y)=^c geben kann« 
Man wird folglich die gegebene Relation zwischen M und JV durdi eine 
GleiduiDgi wie 

ausdrudcen können ^ wo p und f gegebene Functionen ^ erstere von x, y, 
letztere von t, u sind; und es kommt npn darauf an^ eine zwmte Glei- 
chung zwischen Xf y, t^ u zn finden^ welche^ in Terbindnng mit der er- 
stem I t und u als solche Functionen von x, y jgiebt , die der Fundamen«» 
talgleidiung L GenBge leisten« 

In dieser Absicht differentiire inan (L) nach den von einander mi« 
abhängigen Yariabeln x und y, imd man erhält die zwei Gleidiungen: 

und hieraus^ in Terbindung mit L; 

?. PxUy--Pyf^x^mfi» 

Da nun p sowohl als u eine Function von (t,y fst^ «o kann u auiAt 
als ttne Function von x und p angesehen werden ^ und man bat alsdann^ 
ähnlicher Weise wie in $• &., für u^ und Uy resp« Ux'\*UpPx und UpPy zu 
setzen« Hiermit aber verwandelt sich die Gleichung (2«) in die einfiBichere : 

r^PyUf — ^9ty 
mithin . . 

Q Uxdx mdot 

o« ""• — — SS I * ■• 

^i Py 

Die partiellen DiflPerenzen py und fft , welche^ eben so wie p und f, 
ursprnn^ch Functionen^ erstere von x, y, letztere von t, u^ sind 9 drii<^ 
man nun mittelst der gegebenen Gleichungen für p und q als Functionen 
resp« yon x^ p und u^ q oder u^p, wegen /> = ^^ aus« Hierdurch ^ und 
weil YiA Ux als Function von x,p anzusehen ist^ ^ird die Difierential« 
gleichu9g (3t)9 indem man p als oonstant betraditety integrirbar, und ea 
kommt : 

*• -yif = Vf + «"^ 

•bo eine Glelchuog von der Form : F(«, Xy p) =b (P/», wo F eine bekannte 

16« 
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und ^ «Q6 wHIkarliehe Fanction ist ^ und worin man nur nodi (Hr p 
seinen Ausdruck durch x und y zu setzen hat^ um u^ wie yerlangt wird^ 
durch w und y ausgedrückt darzustellen. 

Die willkürliche Function (P kann hiery und so audi schon hn Obi« 
gen ($• h.\ überhaupt dadurch bestimmt werden, da(s irgend einer gege- 
benen Linie y ^szfa: in M eine gegebene Linie u=zfit inJM entsprechen 
soll^ Torausgesetzt^ dals diese Linien nicht mit in den anfänglich gegebenen 
zwei Systemen sich entsprechender Linien begriffen sind« Denn eliminirt 
man mit diesen Gleichungen y und u aus p^ f und aus der durch Inte- 
gration gefundenen Gleichung (4.)^ so kommt: 

p^F^x, gz:zp^F^ty (pp^F^{tyX,p\ 
und wenn man mittelst der zwei ersten dieser Gleichungen x und t aus 
der dritten wegschafft, so ergiebt sich (pp := einer bekannten Function von f • 

$• 0« Zu der im vor. $• whaltenen Integralformel (4.) kann man 
auch^ ohne zu der Fundamentalgleichung I. zurückzukehren^ unmittelbar 
durch die einfachere Fonnel in $• 5. gelangen« Sei wiederum ;» = ^ 
die gegebene Gleichung zwischen zwei Systemen entsprechender Linien 
in M und N. Man denke sich eine dritte Ebene O mit den rechtwink- 
ligen Coordinaten Vy w hinzu, welche zu den Ebenen M und TS in aflS- 
ner Beziehung stehe, und zwar dergestalt, dafs je zwei sich entsprechen- 
den Puncten (or, jr) und (/, ü) in M imd N ein und derselbe Punot 
(i;, Tv) in Oy also auch je zwei sich entsprechenden Linien in M und iV, 
wie prs^a und ^ = ^5 eine und dieselbe Linie in entspricht« Sei 
vzszOy also eine Parallele mit der Axe der Wy diese Linie ia Oy welche 
den Linien p^ssa und f^=Of nnd zwar für jeden beliebigen W^rth von 
Oy entspreche« Hiernach int Vz=sp und 1;=^, nnd die eine Coordinate 
t; in O ist somit rücksichtlich der Ebene M als Function von x, y, und 
rücksichtlich der IV als Function von ty u gegeben« Setzen wir nun noch 
fest^ dais jedes Element in O zu dem entsprechenden Elemente in M wie 
nily und folglich zu dem entsprechenden in N wie n : m sich verhalten 
soU^ so können wir^ nach $• S«, auch die andere Coordinate w ab Func- 
tion^ das einemal von Xy yy ä^A anderemal von ty Uy finden^ nSmIich : 

Hierzu folgt aber: 
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wen p^=^9* In dieser Formel ist vor dar Integration py durch p und x^ 
f^ durch f und t aussudrücken^ beinEi Integriren selbst /> = ^ constant zu 
nehmen, und nachher statt p und 9^ die fiir /» gegebene Function Fon x 
und ^ zu setzen, und man bekommt somit zunSchst t als Function von x^ y. 
Die Formel (4.) des vorigen $• lehrte uns die Function kennen, welche 
u von Xfy ist« Indessen ISlst sich die eine Formel leicht auf die andere 
redudren ; denn weil man y beun Integriren als eine Constante anzusehen 

hat, so ist fidt-^-f^dussO, unddahery — = — j^f woraus dielden- 
titSt beider Formeln hervorgeht« Aus gleichem Grunde kann man auch 
in iedw der beiden Formeln /— mit — /-^ vertauschen. 

$• 10« Um auch zu der jetzt behandelten aUgemeineren Aufgabe 
dn Beispiel hinzuzufügen, möge 

a. 2mxy SS fi — «' 

die gegebene Gleidiung sein, wonach also Hyperbeln in üf , weldie die 

Coordinaton-Axen zu Asymptoten haben ^ gleichseitige Hyperbeln, deren 

Haupt*Axen in die Coordinaten-Axen fallen, in IV entsprechen. Es ist demnach 

pz=^2mxy, 7 = /»—«% 
mithm 

Py=:2mx, f,=:2f = 2|r(9' + tt»), f^= — 2ii« — 2|r(r»— y), 

' fr^ = -il0g(* + /'(''-y)) = -f Iog(f +.1), 

und daher, mag man die Formel des §• 8. oder des §• 0. anwenden : 

Zur Bestimmung der Function (ß setze man, dals der Geraden yssax 
in M die Gerade u:=zbt ia N entspreche. Hiermit wird 

pz=z2m(ix\ y=(l-.*')f% <Pp^^^^b)xty 
also, wal 9^=^ Pf 

Diesen Werth von <Pp in (ß.) substitm'rt und fSr /», 2mxy gesetzt^ 
erhält man: 

und hieraus, in Verbindung nut (ar). 
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zwei Gleichungen des ersten Grades zwischen Xyy^ t^ u^ so dals bei der 
gemachten Bestimmung Ton (p zwischen beiden Ebenen Afißnitfit im en- 
gem Sinne Statt findet« 

$•11. Wir wollen nunmehr die AffinitSt rSumlicher Figoreni und 
zwar sogleich auf analytische Wfise, in Untersuchung zidien« Sden x^ 
yj z die rechtwinkligen Coordinaten eines Punctes im Räume M^ und 
tf u, V die rechtwinkligen Coordinaten des entsprechenden Punctes im 
Räume IVf also jede der drei letztem eine gewisse Function der drd er-» 
\8tem^ und umgekehrt« Es entspricht demnach 

dem Puncto (jr, y, z) der Punct (t, u, v\ und eben so 

- - - (*fr + ^r»«) - - - (t + iydyfU'i'Uydy^v + Vydy), 

Nun ist der Inhalt des von den vier Puncten in JU gebildeten Te- 
traeders iss^dxdydzf und der Inhalt des Tetraeders^ dessen Ecken die 
vier entsprechenden Puncto in IV map 

^idxdydz[v^{tyU^—t^Uy)^Vy{t^u^-^t^u;i^v^{t^Uy^tyU^)\^ 

Sollen daher die Puncto beider Räume sich dergestalt entsprechen^ 
dais je zwei sich entsprechende räumliche Ellemente in M und N in dem 
oonstanten Verhaltnisse lim stehen , so ist die Bedingungsgleichungy also 
die Fundamentalgleichung (tir die Affinität räumlicher Figuren: 

M. V^{tyU^—t^Uy)']rVy{t^U^^t^U;) + V^(t^Uy^tyU;) = !»• 

Man kann hier ähnlicher Weise, wie oben (§• 4«), die Bemerkung 
machen , dab unter der Voraussetzung : ein Element in M verhalte sidi 

zu dem mitsprechenden in N wie iim. ein Element in iV zu dem ent«. 

'1 
sprechenden in M in dem Verhältnisse 1:— stehen mSsse, dais daher, 

indem man Xf y^ z als Functionen von t^ y^ v betrachtet : 

und folglich immer 

sein mSsse, wie auch t^ u, v von x, y^ z abhangig sein mögen. 

Es dürfte nicht überflüssig sein, auch den analjtischen Beweis die« 
ser Formel herzusetzen, da sich dabei einige, vielleicht auch anderswo 
brauchbare, Relationen zwischen den hier in Rechnung kommendeii par- 
tiellen Differenzen offenbaren» 
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Man setze -den erstem Factor auf der linken Seite der zu beweisenden 
Gleiohnng^ wie vorhin, = m, und den zweiten Factor = m^ . Nun ist : 

dt ^=^ t^dx-^ t^dy '\- t^dz^ dx^Xidt-^x^du + x^dv, 

dur=su^dx+Uydy + u^dz^ dy zsy^dt+y^du+y^dv^ 

dvssVxdx + Vydy'^Vj^dZf dz ssZidt-^-Zuda-^-Zudv. 

Ans den drei Oleiclrangen linker Hand folgt aber, nadi Elimination 
Tön dy und dz: 

mdx = (iiyVj,'—M^Vy)dt+(Vytj,^vJy)du + (tyUj,^t;,Uy)dv. 

Halt man dieses Ergebnils mit der ersten Gleichung rechter Hand 
Bosammen, so giebt die Yergleichung der CoefiBcienten yon dx und dv: 

und fifanlidier Weise findet sich 

und, wenn man den umgekehrten Weg einschlägt und yon den drei Glei« 
ohoBgen rechts zu denen links iibergeht: 

«^M^y— Ä?u y» = ^l^f ' ^vjt^^tjv == 'Witt,; 

audi sieht man leicht, wie sich zu diesen erhaltenen 4 Gldchungen noch 
14 andere ihnen analoge (zusammen 18, den 18 partiellen Differenzen 
entsprechend) hinzusetzen lassen *). 

Femer kommt, wenn man aus den obigen zwd ersten Gleidinn« 
gen links dz^ und aus den zw^ cirsten rechts dv eliminirt: 

u^dt^t^du = (Jt^u^—t^u^)dx^{tyU^—t^Uy)dy 

:= ^-my^dx+mx^dy^ 

yydx^Xydy = (xtyy'-XyYt)dt'\^(Xuyy—afvYu)^^ 

s=s '^miUj^dt'-\'mitjgdti. 
Da nun durch die Ton einander unabhängigen dx und dy weder 
dt allein, noch dti allein bestimmt wird, so müssen in der einen derbd!»^ 



^ Noch andere merkvpiirdige Relationen ergeben sieb, wenn man die Wertbe 
iron dx, dyj dz in denen Ton dt^ du, dv^ und urngekehrtf sabsiituirt, and bieraaff 
den Coefficienten jedes der ^jedesmal drei übrigen Differenziale null setxU Diese Reis« 
tionen sind: 

txXi-^tyyt'^tjtZi = i, Xfix + XuUx + XyVx — i, 

t^eXv-f-iy yv^txZu = 0, Xftz'j^XuUx'^XvVx s^ 0, 

u. s. w« u* s* w. 

Relationen, die, wie der erste Anblick lehrt, gans deneti analog sind, welche bei 
Transformation der Coordinaten im Raome zwischen den Cosinossen der Axenwinkei 
Sutt £ndeo. 
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deo )e(2t erhaltenen Glriohungen die CoefBoienten von ds^ djy dt^ du 
sich eben so zu einander verhalten , wie in der andern« Hieraus folgt 
aber^ wenn man z. B» die Coeffioienten von dx und dt mit einander ver« 
gleicht: m/7?4= 1^ wie zn erweisen war« 

$• 12« Was nun die Integration der Gleichung II. betriffl^ als wo« 
durdi tf Up V als Functionen von x^ y^ z dargestellt werden sollen ^ so 
lalst sich diese Integration nicht eher vollzieheui als bis zwei dieser Func- 
tionen^ oder überhaupt zwei Gleichungen, jede zwischen einer Function von 
Xp Xf ^ uttd ^w Function von t, u, v bereits gegeben sind« Wir wolleiii 
mit dem Einfacheren den Anfang machen, und t und u als bdcannte Func- 
tionen von X, y, z betrachten , und hieraus mit Hülfe der Gleichimg 11« 
die noch unbekannte Function v zu bestimmen suchen« 

Die Gleichung II, läist sich aber zu diesem Zwecke, auf Shnlidie 
Art, wie in $«5« mit der Gleichung I« geschah; noch sdir vereinfachen« 
Denken wir uns nämlich y und z mittelst der gegebenen Gleichungen 
fpr t und u aus der noch unbekannten Gleichung iiir v eliminirt, so wird 
V €&ne Function von jr, f, i/, folglich 
dv 5= VxdX'\-Vtdt + Vudu 

= v^dx+v,{tj,dx + tydy + t^dz)'\^Vu(u^dx + Uydy+uJz) 
und man hat daher bei dieser Yorstellung in If. statt v^, Vy^ v^ resp« 

zu setzen« Hierdurch reducirt sich aber die Gleichung IL auf 

worin das Eingehakte eine bekannte Function von x, y, z ist, und sich 
daher mittelst der Gleichungen für t und u auch als eine Function von 
Xf tf u darstellen lüfst« Thut man dieses, und betrachtet t und u als ccm« 
stant, so wird, weil v jetzt als Function von jr, f, u anzusehen Is^ v^dx 
zsz dv^ und es kommt, wenn man 

J iyU^^UUy 

und somit ist v als Function von or, ^, (i, also auch von x^ y^ z gefun den 
Die willkürliche Function <p kann hierbei immer so bestimmt wer- 
den, dals irgend dner mit der Ebene der t^ u parallelen Ebene u^sa, 
oder überhaupt irgend einer gegebenen F18che v ^=i/(t, u) in N eine be* 
liebige Flache zxszF{x^y) in M entspridit« Denn bezeichnen P und Q 
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die gegebenen Funolianeni welche t und u von x^ y^ z sind^ so hat man 
nur aui den Tier Gleiohungen t 

* = P, u = Q, z^F{x,y\ f(t,u)f=::R + (p(t,u) 
die drei Yariabdn Xf y, z Ma eliminiren^ und erhält dadurdi (p{tp u) ss 
einer bekannten Function won t und u. 

§. 13« Zu melurerer Einsicht in die Natur der jetzt behandelten 
Aulgabe mögen folgende graphische Erörterungen dienen« Dadurdi^ dais 
t und u als gegebene Functionen von x, y^ z vorausgesetzt werden^ nimmt 
man zwei Systeme von Flachen im Räume M als gegeben an^ welche 
zwei Systemen von Ebenen im Räume iV% die resp« der Ebene der u^ v 
und der Ebene der t^ v parallel sind, enti^rechen sollen* Denkt man 
sich die Ebenen mies jeden dieser beiden letzton Systeme in einander 
giachen^ unendlich kleinen Entfernungen von einander^ so wird durch sioi 
und durch ein drittes System von Ebenen ^ wddie der Ebene der t, u 
pwaUel sind^ und ebenfalls in unendli<A kleinen^ aber gleichen Entfemun« 
gen auf einander folgen, der Raum N in einander gleiche rechtwinklige 
Elemente zerlegt, und die Aufgabe besteht nun darin, für das dritte Sy- 
stem von Ebenen ein drittes System von FISchen in M zu finden, wei- 
che die unendlidi dünnen vierseitigen und im Allgemeinen krummen Pris- 
men, in welche der Raum M durch die beiden ersten Systeme von Flä- 
chen getheilt wird, quer durchschneiden, und sie dadurch in einander 
gleiche und zu den Elementen in iV in einem gegebenen YerhSltnisse 
1 : m stdiende Elemente von parallelepipedischer Form zerlegen« Eine 
der Flächen dieses dritten Systems bleibt offenbar der Willkär über- 
lassen; hat man sie aber einmal bestimmt, so sind es damit audi alle 
übrigen Flächen dieses Systems« 

Dals die willkürliche Function, welche deshalb im Werthe von v 
hinzutritt, ene Function von /, u ist, läist sich eben so, wie im Obigen 
(§• 6«) 9 auch durch eine geometrische Betrachtung deutlich machen. Hat 
man nämlich für t, u, v berdts drei Functionen P, Q^ R von x, y, z 
gefunden, welche der Bedingung der AfiBnität genugthun, so wird die 
afBno Beadiung der beiden Räume nidit aufgehoben, und auch das Yer- 
hältnifs l:m nidit geändert, wenn man in iV an die Stelle der Ebene 
der ty u und der damit parallelen Ebenen v es e, welchen die Flädien 
Rssic in M entsprechen, ein System beliebig gekrümmter , mit einander 
paralleler Flädien setzt, so da(s, wenn v 9SL(p(tj u) die Gleichung der 

CreDe'i Jonroal d. M. Bd. Xn. Hft. 2. 17 
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FIHche lit^ in welche die Ebene der t^ u selbst übergegangen , die Gleir 
ohung t; = c + ^ (^ 2^) der FUiehe angehört, wdohe an die Stelle der 
Ebene v^c getreten ist. Die der Fläche Ä = c entsprechende Fläche 
in Tf ist daher nunmehr: i; ss c -f- <P(^> u\ und folglich, weil c jeden eon* 
stauten Werth haben kann, t; = /2-f-9(/, u) die an die Stelle Ton v^=:R 
tretende Gleichung. 

§. 14. Statt der Gleichungen f = P, ii = Q können noch aUge- 
meiner zwei Gleichungen 

1. p ^ 9$ 2. p' = 9' 

angenommen werden, wo p und p' gegebene Functionen von ar, jr, x^ und 
f und / gegebene Functionen von /, ii, v yorstellen« Abdann nemlidi 
kennt man überhaupt für zwei Systeme von Flächen in M die entspre- 
chenden Flächens}rsteme in IV ^ und die afiBne Beziehung zwischen beiden 
Räumen wird Tollsfändig bestimmt sein, wenn man noch für irgend ein 
drittes System von Flächen in Ny wofür aber^ der Einfachheit willen, wie- 
derum das System der Parallel-Ebenen mit der Ebene der /, u genomoMi 
werde, die entsprechenden Flächen in M angeben kann, also, wenn man 
V ab Function von x, y, % kennt» Diese Function lälst sich aber aus 
den zwei gegebenen Gleichungen (1.) und (2.) auf folgendem W^e erhalten. 

DUFerentiirt man (!•) und (2,) successive nach x, y, z, so kommt: 
3. Px = 9iix + 9u^x+9vVx, 6. Px^ 9i'x+9uUjc+9vV^9 

Mit diesen sechs Gleichungen sind aus 11« die sechs jetzt nidit mehr 
in Rechnung kommenden Differentialquotienten t^^ fy, f«, u^^ Uy^ u^ 
wegzunchaffen. Um diese EUmination zu bewerkstelligen, bUde man aus 
(4.)> <50f <7.)> (&) ^e Gleichimg: 

Auf dieselbe Art entwickele man aus (5.), (3.) (S.^ (0«) ^eGlei- 
ehung (10.)» und aus (S.)» (40> <6*)> (7.) eine Gleichung (IL). Addirt 
man nun (O.), (lO.)» (H*)» nachdem man sie vorher resp..mit t^», Vy^ v^ 
multiplicirt hat, so kommt, mit Berücksichtigung von II* , und nach geli5« 
rigor Reduction: 

12. ^xiPyP\-'PxP'^^r^y^^P^x--PxP'^\v^{jp^Py^PyP^ 

= nt{9tfu--9u9dp 
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ab die gesuchte Gldohung swiscbeo partidlen Differenzen» Auch bei 
ihr lä&t sich ein, dem schon mebrmab gebrauchten analoges, Verfahren, 
sie cu vereinfachen, anwenden* Weil nemlioh t;, p und j/ Functionen* 
Ton X, jr, z sind, so kann v auch als eine von jr, Py p^ abhängige Funo- 
tion angesehen werden* Alsdann aber ist statt der bisherigen 

v^ zu setzen: i/^+t^p/>j,+ f;p.>Hxr 

^y - • - : V^Py^Vp^Py, 

V, ^ - - : VpPz^Vj,p\^ 

und (12«) zieht sich bei diesen Substitutionen zusammeh in 

13* v^(j^yp^^p^py)iszm{jiq'^-^qu9i)* 

Wenn man nun mittelst der 4 Gleichungen , welche p und p' als 
Functionen von Xy j, Zj und ff und g^ als Functionen von /, i/, t^ dar« 
stellen, pyP:^ — p^^Py durch Xfpj p\ und qt^u^^^u^t durch v, 9^, y' aus* 
drudct, und beim Integriren p^ p' und die ihnen gleichen ^, ^^ als con- 
stant, also v blols wegen x veränderlich ansieht, so ergiebt sich als end- 
liches Resultat: 

Statt jr und v zu Veränderlichen bei der Integration zu nehmen, 
muls man offenbar auch je zwei andere Coordinaten, die eine aus jr, /, z^ 
die andere aus tf u, v, zu Veränderlichen wählen können« Die deshalb 
nothige Änderung der letzten Formel ergiebt sich, ohne dab man deshalb zu 
ihrem Ursprünge zurückzugehen braucht, auf ähnliche Art, wie oben ($«9« 
zu Ende). Denn da f und 9^ beim Integriren ab constant betrachtet 
werden, so bt 

folglich 

^j dtidu;dv ^ fu9v'-9v9u*^9vVt—9^9v*-9i9^--9u9\f 

y ^ dt ^ r du r dv 

worin mittebt der Gleichungen für 9 und 9' die partiellen Pifferenzen als 
Functionen von 9^ 9^ t im ersten Integrale, von ^, 9'y u im zweiten^ und 
von 9f 9'y V im dritten auszudrücken« Diese drei Integrale sind nun ein« 
ander gleich, oder vielmehr nur um Constanten verschieden, wdche hier, 
wo 9 und 9^ ponstant vorausgesetzt worden, auch Functionen von 9 und 9^ 

17« 
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sein k(>nDen« Auf eben die Weise ISfst sich auch das Integral nadi x in 
ein anderes nach y oder z umbilden« 

Anlangend endlich die Bestimmung der willkürlichen Function 
(f)(PfPOf ^^ seien^ wie in $• 12*^ z^=F(ar,y) und v=if(t,u) gegebene 
Gldchungen zweier einander entsprechen sollender Flächen. Blittelst z => 
F(ar ^y) und der zwei Gleichungen, welche p und p* durch x, y^ z geben, 
drucke man x durch p und p' aus, und eben so stelle man y mittelst 
V =^f(t, u) und der zwei Gleichungen fiir j und ^^ durch y und y^ dar« 
Hiermit aber wird die Gleichung (14.): ^ (/», /»O =» einer bekannten Func- 
tion von p, p\ ^\ ^\ also auch von p^ p^ allein, weil ^ = /» und tf' = p* ist« 

$• 15« Beispiel. Seien die gegebenen Gleichungen der zwei 
sich mtspredbenden Flächensysteme: 

1. s= ^ = o^-|-6zi -f-^t; SS ^, 

Hieraus folgt: 

Py^^* P' -— y^ P* x^ Py'^'~J^9 

mithin 



•/p 



r 

dx 



PyPz—PzPy "^ ^ p' "~ ^ * ' 

und die endliche Gleichung wird: 

Nach dem vorhin Bemerkten kann statt des Integrales nach v a 
das nach t oder das nach u genonmien werden; diese Integrale sind: 



und 



b& — b'o oaf'^t/a* 

Da£i diese drei Integral« nach v, t, u nur um Functionen von f 
und ^^ von einander differiren, lehrt eine leichte Rechnung. In der That 
findet sich, wenn man zur Abkiirzung äc'— 6'cäsä, ca'— c^Ä = ß, 
ab'-^a^b^ssy setzt: 



6. M'öbiui, iUferdÜ£€ometri$äht4£lbtkat. 133 

Soll daher die Gleichung (3.) eine analoge Form: 

mit den Gldchungen (1.) und (2.) erhalten, und soll mithin , wie schon 
aus (K) und (2.) her?orgeht, ^(p, p^, s=s (P(^| f^, eine lineare Function 
von ff / sdn, so können wir die Gleichung (3.) auch schreiben; 

?-S7+'(7-i)+*(i-7)- 

Die Yergleichung dieser letztem Form mit der TOrher gesetzten 
^ebt aber: 



a — — r— f o r^, c 



7 



my 



p 



woraus I nach Elimination dw eingeführten Coefficienten ^ und hp 



d.^ u 



folgt« Durch die drei Gleichungen 



a: 



wird demnach immer eine affine Beziehung zwischen den R8umen der 
Xf yf z und der t^ ti^ v festgestellt, wdches auch die Werthe der Con- 
stanten Qf bf ..•• c^^ sein mögen« Dabei ist das Verbttltnifii 1 : m zwi- 
schen je zwei sich entsprechenden Thdlen der beiden Rfiume durch die 
Gleichung (4.) gegeben. 

Setzen wir z. B. * = c = ^=5ö' = ö'' = y'=: 0, und assÄ'ss 
e'' SS 1, so werden die Gleichungen : 

tl^t, ^=11, "^^v, 

also 

und m SS 4^ d. h. jeder Theil des Raumes der /, ir, v ist dann das Vier- 
&che des entsprechenden Thdles im Räume der x^ y^ %. 
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7. 
Beweis der Gleichung (y»=l, liach J. F. Pfaff. 

(Von Herrn A. F. MbbiuSj Frofeifor in Leipsig.) 



Von dieser Gleiohung theilte mir mein unrergelslidier Lehrer und Freund, 
der rerst. Hofrath Pfaff in Halle, im Jahre 1814 einen Bewek mit, der 
an Bündigkeit nichts za wiinsohen übrig lassen möchte, und den ichifaier 
sur Beseitigung der im XI» Bande dieses Journals, Seite 272, gegen die 
allgemeine Zulössigkeit der Gleiohung erhobenen Zweifel bekannt zu ma- 
chen mir erlaube. 

Die Gleichung 0^ = 1 will m*chts Anderes sagen, als dafii der Werth 
von 0^ bei fortwährender Abnahme von x sich der Einheit über jede an- 

eebbare Greuse nShert# Man setze orss— , so wird dr^ss-^, und es 



M«* 



kommt alsdann darauf an, zu zeigen, dals u'* der Einheit so nahe ge« 
bracht werden kann, als man will, wenn man u ohne Ende wachsen ISlst. 
Hierzu sind folgende zwei SStze vorauszusdiieken« 

f • Wenn z positiv und fh^i ist, so ist immer 

(i+«r>i+(^— 1)«. 

Beweis« Sei zuerst m ein unSchter Bruch s=si2-|«r, wo R die 
vor m nächst kleinere positive ganze Zahl und r dn unSchter Bruch ist« 
Alsdann folgt aus dem binomisdien Lehrsatze ii + z)'^'^i+Rz, weil 
alle folgenden Glieder der Entwickelung positiv sind. Um so viel mehr 
ist daher (l+4;)^+''>l+Ä«>l+(iR+r— 1)«, oder, wenn wfc fSr 
Ä + r wieder m setzen: (l+t;)'">l+('« — !)«• 

Bieraus folgt von selbst,, dals der Satz auch dann gilt, wenn m 
eme ganze Zahl ist. 

!!• Ist m eine ganze Zahl ^4, so ist 

Beweis. Weil ni^i, so hat man m(/7t— 2)^1, d* i. m'}>2m-)-i, 
folglich auch 2/7i^>>(/7i4'l)^ Angenommen femer, dals 2"*>>i7i% so ist 
auch 2"^^ > 2/71% aUb wegen des vorigen um so mehr 2*+*Xm + l)\ 
Gut daher der zu erweisende Satz für m, so gilt er auch Cor m -|* 1« Er 
ist aber for m = 5 richtig, folglich u. s. w. 
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Dieses roraasgescbiökt^ wollen wir zmiBohst swei Grenzen bestim- 
men^ zwischen denen u"" für u^t gemb eingeschlossen ist« Es bedarf 
keines* besondem Beweises^ dais (Sr tf >!, ii^>l« Man setze daher 
j|i=l+«, 80 ist ii = (t+«)->l + (zi— 1> nach I., folglich 

Mithm ist W* zwischen den Grenzen 1 und 2 begriffen» 

Um nunmdir den Grenzwerth yoa u"*, wenn u ttber alle Grenzen 
wächst 9 pjL erforschen^ oder^ was dasselbe ist^ um den Grenzwerth yon 



i 

.m 



£/ sss (2**ii)' * ZU bestimmen ^ wenn u dnen endlidien constanten positi« 
Ten Werth hat, m aber ohne Ende zunimmt, machen wir folgende Schlösse» 
Eaist 



2^m 



m a X 

Z7s= /'2.^u\ 



Mf so folgt: 



bereits 4 nbenohritteii hat. — ?>/»» 

fit 



v^</^. 



X 



Da femer, wie vorhin bewiesen worden, tt''<2, so ist audi 



* X 



/•«'*</"2<y^2; 

U<^2. 1^2 = 2^- * ^•" = y^ 

wenn wir 2'' ^=^y setzen. Ist aber, wie angenommen wurde, u end« 

lidi und positiv, so ist auch y endUch und ^1, folglich /"* eine GrSlse, 
die grölser als 1, und die, je mehr m zummmt, sich desto mehr der Ein^ 

X 

beit, und zwar über alle Grenzen, nShert# Da nun Z/ ^y"* und zu« 
glttdi ^1, so muis um so mehr 2/ bei wachsendem m der Einheit über 
jede angebbare Grenze nahe kommen« 

So weit nach Pf äff. Ich bemerke nun noch, dals es nut dem jetzt 
Erwiesenen ganz leicht ist, auch der Forderung Genage zu thun, welche in 
dem oben gedachten Aufaatze dieses Journals gemacht worden, und 
welche darin bestand: zu zeigen, dafs, wenn X eine Function von x ist, 
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welche lor jrs=o null wird, und T eine Eunction tod y^ weldie fSr 
ytsib yenohwindet, der Werih Ton XJ für xssa und y^=b der Einheit 
g^ekdi wird. 

Da es hier offenbar gestattet ist, x und jr ab Functionen einer 
und derselben dritten -Yariabeln z zu betrachte, so liiCst sidi die Forde- 
rung etwas einfooher also ausdriicken; 

Es soll bewiesen werden, dais, wenn X und 7 irgend zwei Func- 
tionen Ton z sind, deren jede fiir :t = r, oder, noch einfacher, for « s= 
ebenfislls in Null fibergeh^ der Werth von X^ der Einheit gleich wird. 

Beweis« Weil für «==0 auch X und T yerschwinden sollen, so 
kann man 

X = P«^, r = 0;^ 

setzen, wo m und n von z unabhängige positive Zahlen^ P und Q dage- 
gen zwei Functionen von z sind, die für :t = nicht null werden, son- 
dern gewisse constante Werthe, sie mögen p und ^ heÜsen, erlang«. 
Hiermit wird nun 

XJ = (P^.(tr)^'\ 

Der erste Factor auf der rechten Seite des Zeichens gel^ aber fSr 
ipsO fiber fai 

Was den zweiten Factor anlangt, so setze man t^ ^ssvp wo daher 
fj eine mit z zugleich verschwindende Variable b^ und der Factor wird 



Da nun t&t zts^O auch t; s und damit nadi Pfaff v^'ssi wird, 

SO verwandelt sich dieser zweite Factor fiir;t=sOinl'* ssl, folglich 
u« s. w* 
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8. 

Auszug aus einem Schreiben des Herrn Prof. Dn 

C. G. J. Jacobi zu Königsberg in Pr«, an den 

Herrn PrC Dr. J. Steiner zu Berlin. 

(Mitgetheilt von dem Letztem.) 



— JtLin Satz, den ich Dir früher mitlheilte, heifst in seiner Voll- 
ständigkeit : 

1. ,,Sind zwei Fläclien zweiten Grades, ein Ellipsold 
und ein einfaches Hyperboloid, confocal, d. h., haben ihre Hanpt- 
schnitte gemeinschaftliche Brennpuncte, und legt man ans irgend 
einem Puncte /T des Hyperboloids einen ßerahrungskegel K an 
das EllipsoTd, so sind die dttrch denselben Pnncl gehenden zwei 
Strahlen des Hyperboloids die Brennlinien dieses Kegels K,^^ 

Dieser Satz scheint mir nicht ganz unwichtig zu sein. Er läfs^ sich 
noch allgemeiner auffassen, und dann mit einem reciproken Satze zusammen- 
stellen. Auch gestattet er viele Folgerungen, für interessante specielle Pfille. 
Z. B. ein CoroUar ist: 

2. „Dafs die aus irgend einem Puncte K an eine Schaar 
confocaler Flächen zweiten Grades gelegten BerQhrungskegel 
dieselben Brennlinien und dieselben Axen haben.** 

Ein besonderer Fall, den ich erwähnen will, heisstr 

3. „Wenn man aus einem Puncte K der Ebene derjeni- 
gen Hyperbel h (welche nach Dcfnem Satze iet Ort der Scheitel 
aller geraden Kegel ist, die sich einem Ellipsoid umschreiben 
lassen*)) an das Ellipsoid Eeinen BerQhrungskegel legt, so sind 
die aus dem Puncte IC an die Hyperbel h gelegten Tangenten 
die Brennlinien des Kegels/' „Liegt der Puncl K auf der Hy- 
perbel hy so vereinigen sich die Tangenten in Eine, oder die 
Brenn linien fallen zusammen, und der Kegel wird ff er ade, welches 



*) Siehe Bd. I. S. 47 dieses Journals. 
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« 

Dein Satz isL'" Der entgegenstehende, oder reciproke Sats heisst: ^^Wenn 
irgend eine Fläche zweiten Grades, F, und irgend ein Pnnct M 
gegeben sind, so giebt es, im Allgemeinen, eine Scbaar gerader 
Kegelfifichen (zweiten Gerades), deren Scheitel im PuncteJf liegen, 
and welche die PUche Fin ebenen Cnrven (Kegelschnitten) schnei- 
den; di9 Ebeneii aller dieser Cnrven schneiden einander in irgend 
einem Pnncte N, und uQihöU.eii irgend eine Kegelfläche zweiten 
Grades, (iV)/' ^^Legl man durch den Pnnct N eine beliebige 
Ebene, welche die Fläche F in einem Kegelschnitte k und die 
Kegelfläche (N) in zwei Strahlen a, b schneidet, so hat die Kegel- 
fll^che. (JfAr),: die durch Ar geht und deren Scheitel in if liegt, die 
Ebenen (ifa), {Mb)^ welche der Punct M mit den Strahlen a, b 
bestimmt, zu Kreis-Ebenen, d. h., jede andere Ebene, welche mit 
einer derselben parallel ist, schneidet die Kegelfläche {Mk) in 
einem Kreise/* 

Der Satz, den Du ehemals bei Deinen Untersuchungen Ober einander 
berOhrende Kugeln gefunden hast, und der später von französichen Mathe- 
matiiiern bekannt gemacht worden ist, nämlich der Satz: 

4. .^Dafs, wenn von zwei Kegelschnitten (einer Ellipse und 
einer Hyperbel) jeder die Brennpuncle des andern zu Scheiteln 
hat und ihre Ebenen zu einander senkrecht stehen, dafs dann 
jeder der Ort der Scheitel aller geraden Kegel ist, welche den 
andern zur Basis haben,' und dafs jede zwei Puncto des einen 
räumiiche Brennpuncte des andern sind; d. b.: nimmt man in der 
Hyperbel irgend zwei Puncto an^ so ist die Summe oder die Dif- 
ferenz ihrer Entfernungen von jedem Puncto der Ellipse constant, 
je nachdem sie in verschiedenen oder in demselben Zweige der 
Hyperbel liegen; und umgekehrt: sind je zwei Puncto derEUipse so 
beschaffen, dafs die Differenz ihrer Abslände von jedem Puncto 
der Hyperbel constant ist, u. s. w/' folgt leicht aus dem Yvory^schen 
Salze aber Flächen zweiten Grades^ deren Hauplschnilte confocal sind. Auch 
folgen aus dem Yvory'schen Salze noch andere Sätze Ober Erzeugung der 
Flächen und Linien zweiten Grades, welche einander analog sind, und welche 
die Eigenschaften der Brennpuncle, in einer Hinsicht, als besondere Fälle in 
sich scbliefsen, nämlich nachstehende Sätze: 
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5. ,)Werden im Ravme irgreiid drei feste Poncte a^ b, e, 
und irgead drei andere, jej^en beiiehlich entsprechende, feste 
¥nncie^ A, B, C eingenommen^ urtA werden in Rfieksicht anf diese 
Fundamentalpancte andera entsprechende Puncto o;^ X, so be^ 
stimmt, dafs ihre AbstAnde von jenen respective gleich sind, d. b^ 
daf^ wa^XAy wb^XB, xc=^XC, so hat man ein Correlälionssy^tem, 
^orin der ?'nnjct X irgend eine FlicJi« zweiten Crrades beschreibt, 
wenn derPuact o; sichin einer£bene beWegt; and auch omg'ekehrt.^* 

6. ,,Werden in swei verschiedenen Ebenen (oder anch in 
einer Ebeue)^ £wet Paar feste oder Haiip^pLuncte a und b, A und 
i? angenommen, und werden sofort die Abrigen Pailote der Ebenen 
dergestalt auf einander bezogen, dafs je sswei entsprechende 
Puncte X und X, von den respecHiirenHaapipancten gleiche Ab<- 
stind^ habon, so daft ai; => Af und bx,= BX; so hat man ein Be«^ 
siehnngssystem, wobei jeder Geraden in der einen Ebene ein 
Kegelschnitt Jn der andern Ebene entspricht, d. h.^ bewegt sich 
z.B. der Pnnct or in irgend einer Geraden^^ so besehreiht ^er 
entsprecben-de Punct X einen Kegelschnitt (?/' 

Diese Salze (5. n. 6.) scheinen mir zu vielen Untersuchungen Anlafs 
zu geben, wozu, ich jedoöh vor der Hand nicht kommen werde. Eine nthere 
Discnssion des letzten Satzes (6.) giebt z.B. sogleich folgende Resultate: 

7. a) „Bewegt sich der Punct ;r in der Fnndamental«^Axe 
ab silbsty so beschreibt X einen Kegelschnitt, der die Hanpt- 
puncte A, B zn Brennpnncten hat, und dessen erste Axe der Ge- 
raden «6 gleioh ist; welches der bekannte Satz über die Brenn- 
puncte der Kegelschnitte ist.'' h) „Die eine oder andere Axe des 
Kegelschnitts' G, welcher einer beliebigen Geraden g enttpricht 
(Gl), liegt in der Fundamental-Axe AB'' e) ,,Man denke sich in 
der erüten Ebene denjenigen Kegelschnitt Ar, welcher der Haupt- 
Axe j1£ entspricht, und mithin die Hauptpuncte a, b zu Brenn- 
puncten hat (a.). a. Ist die Gerade AB gröfser als o&^iso. istir 
eine Ellipse, und dann entspricht der Geraden g eine Hyperbel G, 
deren erste oder zweite Axe in der Fundamental-Axe AB liegt, 
je nachdem die Gerade^ den Kegels^chnitt k sehneidet, oder 
nicht; berflhrt sie ihn, dann besteht der Kegelschnitt (r aus zwei 
Geraden, die sich in irgend einem Puncto der Haupt-Axe i4J7 

18 ♦ 
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•chneideo and mit dies^r^liDiobe Winkel bilden; ist 3(a6)'>>(^£)% 
30 giebt es xwei bestimmte Riebtungen far die Gerade g, wo ihr 
gieiehseitige Hyperbeln G entsprechen, unjd twar sind die 
Asymptoten aller dieser gleichseitigen Hyperbeln einander 
parallel, oder diese Hyperbeln haben zwei unendlich entfecnte 
gemeinschaftliche Puucte. /^. Isi die Axe AB kleiner als üb, so 
ist k eine Hyperbel, und alsdann entspricht der Geraden g e\n^ 
Ellipse G oder eine Hyperbel 0, je nachdem die durch den Mittel- 
punct der Hyperbel k mil g parallel gezogene Gerade ^i im tu- 
Innren oder äufseren Asymptoten-Winkel dieser Hyperbel Hegt; 
ist g insbesondere mit einer Asymptote der Hyperbel k parallel, 
so ist G eine Parabel; eben so giebt es zw&i bestimmte Richton^ 
gen fär die Gerade g, wo ihr immer eine gleiciiseilige Hyperbel 
O entspricht/' d) ^„Sleht ^ auf dex Hauptaxe a& senkrecht, so 
entspricht ihr allemal eine Gerade fr (eigentlich zwei vereinigte 
Gerade)^ welche zu der Axe yli? rechtwinklig ist;** u. s. w. e) „Ist 
g (statt einer Geraden) eine Cnrve vom i». Grade, so entsprichi 
ihr eine Curve G vom 2n. Grade; u. s. w/* 

Ahnliche Resultate folgen aus dem ersten Salze (5.). Im Strahl- 
bäschel im Räume, oder au£ der Kugeifläcbe, findet ein Satz Statt, welehw 
dem vorstehenden (6.) analog ist, und zwar findet er da, nach dem Princip# 
der' Reciprocitfit, in doppelter Gestalt Statt. Übrigens lassen sich Auf diese 
Weise auch noch andere Beziehungssysteme aufstellen, wenn man statt der 
obigen einfachen Grundbedingungen (5. und 6.) andere annimmt. 

Der Yvory'sche Satz zeigt ferner, dafs die Curve von doppelter 
Krümmung , in welcher zwei Flächen zweiten Grades einander schneiden, 
auch räumliche Brennpuncle haben kann, und dafs es also z.B. für jede 
ErQmmungscurve des Ellipsolds zwei bestimmte feste Puncto giebt, die leicht 
zu construiren sind, von der Beschaffenheit, dafs die Summe ihrer Distanzen 
von jedem Puncto der Curve conslani ist, worauf sich eine leichte organische 
Erzeugung der Erümmungscurve grflnden läfist; u. s. w. 
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9. 

D^iuonstration geometrique d^un theoreme relatif ä 
Pattraction d^une couche ellipsoidique sur un point 

ext^rieur. 

(Par Mr. J. Steiner, Docteur en pbil. et Prof. de Math, k Berlin.) 



Xje nnmöro du 12. Oct. 1833 do Jowmal ^/iHstituT contient Tettrait i^nn 
memoire sur raltraelion d^dn ellipsoTde iHimogene que M. Poisson a la a 
l'Academie des sciences de Paris. On y troove Tenoncö d'un theoreme re- 
marqaable par sa simplicite el qui consisle en ce ,,qu*nne coudie infinimeDt 
mifice et oomprise entre deux ellipsoldes concentriques semblables et sem- ^ 
Mablement places excerce sur un point exterieur une attraclion dirigee suivant 
Taxe du cöne circonscrit ä ia couche et ayant poor sommet le point altire.^ 
C'est ce theoreme que noas allons demontrer par des feODsiderationa göoroö- 
triqnes fort simpies. 



MP 



L e iD m e. 

„Vellipte ABCD (Tab. IL Fig. 1.) elanl touchee par le$ eöUt PA, 
PB de Tangle APB, si ton divise cel angle en deux parties igalee par la 
droUe PQ, qui coupe en Q la corde de contact AB polaire du point P, je 
dis que PQ formera des angles egaux avec les droitee PC, PD qui joignent 
le point P oicx deux extremiles dune corde quelconque paseant par le point Q.'*^ 

Demonstration. Si Ton mene PR perpendiculairemeot a PQ:PR, PA, 
PQ^ PB seront qualre droiles harmoniques. Parconsequenl les quatre points 
^9 -'^9 Qy ^ d^ memo que les sulvans P, G, Q, F sont harmoniques, et PR 
est la polaire du poinl Q; il suit de lä que D, Q, C, E sont quatre poinis 
harmoniques et parconsequent PD, PQ, PC, PE quatre droites harmoniques, 
et comme les droites conjuguees PE et PQ sont perpendiculaires entre elles, 
on en conclut qu'elles doivent partager en deux parties egales Tangle forme 
par les droites conjuguees PD, PC de sorte que DPQ—CPQ c. q. f. d. *). 



*) On troQve les d^monstrations des propri^t^s 8ur lesquelles nous nous appu- 
JODS ici dana les ouvrage« suiTants: La Perspective de Lambert; les M^inoires de 
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Theo|;eme. 

yyVattracHon exerde par vne cauehe homogene inßniment minee et 
eomprue entre detKc elUpso'ideg concentriques semblables et senU^lablemeiU 
fiäeis sur mn point extMew P e$l dirigie nieant^taxe du e&ne qui a^am 
cenire au ponU attire et qui envehppe ia eoache altiranter 

Dimonstration. Concevons sor la surface exterieore de la coucbe 
vn element infinimenl petit, et soit C un point de cet eiement. Le plan de- 
termine par ce point et paf l'axe du cöne circonscrit a la surface exterieore 
coapera ceite surface en une ellipse ACBDy qui sera touch^e par les deiix 
ar^s PAy PB du cöae compriaes dans ce plan. II est evidoQt en mdaie 
tamps que la drpite ABesK Tintersection du plan en question et de celui 
qui contient la courbe de contact.dn cöne et de J|^ surface exterieure, et que 
Q est le point de rencontre de ce demier plan et Ap Taxe du oöne. Comoid 
Taxe PQ divise en deux parlies egales Tangle j4PIf forme par les deuj: 
arötes comprises dans un möme plan avec lui ^ on condura en vertu . da 
lamme precident que les angles CPQ^ DPQ sont egaux. ^ Ton concoU 
maintenant une droite mobile antour du point Q et parcourant le contour de 
Telement de surface precedemment nomme, cette droite determinera dans la 
coucbe ellipsoldique deux elemenls de voIume situes de part et d^autre du 
point Q et dont nous allons considerer Paltraction d'abord sur le point interieur 
Q et ensuilo sur le point exterieur P. Quant a raltraclion exercee par ces 
Clements sur le point Q^ on sait qu'elles sonl egales et oppos^es, et c^est 
sur la destructiou mutuelle des atiractiou^ exercees par deux Clements ainsi 
opposis qu'est fonde requilibre d^rni point qoelconque dans nnierieur de \i 
coucbe ellipsofdique, contiöe MaC'^L aurin Fa fah roir par la simple giome- 
trie\» et cömme Lagrahge Vi confirme depuis par Tanalyae. En supposant 
ce resultat, on en conclut qüe les deüx elemenls de voIume^ que nous de- 
signons pour un instant par (C) et {D) verifient la proporlion 

iC):[D.)^{QCf:{QD)\ 

11 suit d'un autre cote de Tegalile des angles CPQ et Z>P9 prece- 
demment etablie, qu^on a 



M. Briaucbon; le traiti^ des propri^t^s projectives par M. Poncolet; ou meii dens 
oovrages intituläs: ^^Systematigche Entwickelune der Abbäogigkeit geometrischer Oe- 
atalten von einander" et y,die geometriacben Construetionen ausgeflliirt mittelst der 
geraden Linie und BSinea featen Kreises." 
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QCiQD = PC.PD 
et parconseqnent, en comparant: 

[C):iD) ^{PCf:{PD)\ 
Proportion ^i prouve quo ks deox elemeota attirent igalemeiit le point Fy 
et partant qua la r^sallaote de ces deiix actioDs est dirigee saivant Taxe PQ. 
Ge rösultat etant applicable a Ions las eiemens de la couclie qni se corre- 
apondent deax A denx, le tli6oreme inöncd se troave rigooreasement etabli. 

La demoDstration pricMenle fonmit en ontre le coroUaire saivaot. 

y^Un plan quelcanque passant par le pomt Q partage la cauche e^ 
l^p$&UUque em deux parties qm exercent de$ attractian$ egales $ur le pokU P.^ 

On peut egalement tirer des eonaidörations pröcidenles plosieara veritea 
g^metriqoes, dont je ine cootenterai d^enoocer une senle. 

^f par fellipse, intersection de teUip$oide et dun plan quelconque 
pauant par le point Q^ ton cancoit ini cOne ayant $on sommet au point P, 
tarne de ce cöne comcidera atec la droile PQ."* 

Berlin^ au mois de Janvier 1834 
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10. 

8ur rintegration generale de T^quation de Rieeati 

p»r des integrales döfinies. 

(Par Mr. E. £. Kummer Dr. pWl. ä Liegnitz cn Silösie.) 



vrn donne ordinairemeiit a requatioii de Riceali la forme 

1. ^+at'+baf ^ 0, 
roais, pour rintegration par les series, il faut prM^rer ia forme d*un 6qoa- 
lion lineaire da second ordre, qu'on oblienl cn faisant j» =2 — ^^ savoir 

2. ^,+abx^y = 0. 

L'integrale de celte equation, qni se trouve dans les traites da caicul inte- 
gral, est exprimee par deux series infmies de la maniere suivante: 

ö. y - A[^l («+2)(n+l)"^(« + 0(« + 2)(2fi + 3)(2ir + 4) J' 

+ ^'^V^ (n + 2)(ii + 3) + Cn + 2)(w-f 3)C2n + 4)C2ii+5) /" 

II s'agit mainlenant d'exprimer ces deux series par des integrales döfinies. 
Poar ce but j'observe qu^il snflit de cönsiddrer la seule serie 

4. r[m,x)^l 1.(m+l)^1.2(i»+i)(in+2) 1.2.3(m+iXm+2Xm+3) "^*'*" 
car, ayant designe cette serie comme fonction des qaantites m et x, par 
f{m,x)^ on pourra donner a Tequalion (3.) cette forme: 

5. » = ^A;rf2' (ST2?>'+^^'vTP2' orf2)-v" 

Je propose a present le theoreme suivant: 

Etänt donnee la fonction (p{x) developpee en serie 

(p{x) = A-hAiXi-AjX^+A^x!^ -{-'"• 
on en deduit la somme de cette autre serie 

en designant par C Tintegrale / k^"'(1— fi)*""*rfii. 
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La d^onsfrarion de ee th^or^me le fait areo fadfit^ par le d^ra- 
loj^ement de <p(xii) apua le «gne d'int^ration^ ee qoi doone une «drie^ 
dont le terme g^n^id est 

En frirant usage de la nSduction eonnue de eette int^rale^ aaTofr 

on tromre qua c^eit prMsement le tenne ffisAnX de la wMt propo«^ 
dans le A^ordme» 

Pour Fappltoation A la somouition de la M4rief(m,^ |e prend» 

(—lyy» (-1)» 

1.2.3. ...21: "* 4 o « 1. * 3 » 2*~1 ^ 

r^quation (6«) doime 

y^ir*(l— ii)'-^»eo8.2|r(jpii).d« 
o 

en prenant ii sss t;* et reinpla9ant oette adrie par /(m^ x) oa obtient 

ToiIÄ d^jA rexpresBion ohereb^ d[e la a^e f(m^x). Mai^ on 
Toit quelle n'est applicable que pour les Taleurt de m entre leg linUtea 
— i fusqo^ä +^9 P^u^ toutea les autrea valeun entre lei limites f— f 
jusqn^^ —00^ les integrales definies scroient infiniment grandes« Pour 
trouTer une expression plus g^n^rale applieaUe k toutea les Taleurs n^ga- 
tivea de la quantit^ m^ fiiut s^rer les pr^miers termea de cette s&le 
au nombre de p. En les d&»ignant par jS^ ainsi que 

on a 

». J^rn.X) — O ^ 1.2....p.(m+l)(m+2),M.(m+p) V~'(p+l)(m+p+|) 

(p+t)(p+2)(m+p+l)(m+p+2) ~ ••••]• 

Pk^nant i^ präsent dans r^quation (6.) ^(a?) =f{m^p^x\ Ä = l; ir=;>, 
on obtient 

GreQe's Journal li. M. Bd. XH. H(t 2. 19 
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p/'i^" u)^V(P* ^Pf»*i)du 



ar» 



*= * (p+l)(m+p+l) + (p+lXp+2)(m+p+lK«+p+2) ""*"*' 

la valeur de oette s^e, substita^ dans r^aation (0.) donne 

Oll eu mettant pour /(m*{^/>, dr«) la ralear tiü^ de T^quation (7.) ob 
obtient Texpressioii plu« g^^e de'la t^iili f(fh; !t)k 

1 1. /(w, ar) = «S + Mafrf^(X^uy^{i'~vT*^cm»2u^{xv),duJvy 

M d&ugnant la quantit^ constante 



l-2....(p— l).(m + l),...(m+p). Al— v'J?+i^il^ 

Cette double integrale aura üne valeur fioie tautdt que m -f-/» H* | es|: uoe 
quantit^ positiye ; le oombre entier potttif p doit dono eo diaque cas toe 
pris de mauiere que /T^+Z^+i ^^^ positif« 

Ainsii pour obaque valeur poaifiTe ou negativ» de m^ la n&AeJ(m,x) 
est exprim^ par des integrales defitues^ et de lu Tiat^rale oomplete de 
r^uation de Riooati est trouv^ sous forme fioie« Od d^uit aussi de 
cette ro^tfaode les eas diot^grabilit^ ordioaire^ car si la quautit^ m est uo 

nombre de la forme — » — {t ^tant un entier qudconque positif ou ne- 

gatii) lea integrales d^finies des formules (7.) et (II.) peuvent ötre trans- 
form^ en integrales indefinies^ et on en couelul faeilemeat^ que Jea 
deux series, qui entrent dans rint^grale de reqaation de Ricoati^ peiH 
vent ^tre exprimdes par des integrales iadefinies, si Texposaat iz est un 

nombre de la forme «tt^t? > ^ qui est la condition connue pour Pinte» 

grabilite de cette equation remsrquabte. lautes ces valeurs de l'exposani 
n sont comprises entre les limites — 4 et 0^ mais c'est pour les autres 
valeurs non comprises entre ces limites^ que l'int^rale de requatioir de 
Riccati prend la forme la plus simple, car on trouve par les ^quations 
(5.) et (7.) que llntegrale complete de F^quation 

est 






r = ^./•ct-^-&<^ii^^-^),„ 



pomr toutes Im valeiin de n qoii comprises eotre Im Kmites — 4 et 0« 

J*ai troiiv^ que eette m^tfaode d'intdgration est applicable ä une 
desse tr^ ^tendue d'^quatiom lin^ires de tou» lea ordre«; 11 exhte amsi 
un grand nombre de tb^or^mes analogues h oelui qui est eentenn dam 
r^atioD (6.) au mojen deaquels on trouro. les sommet det a^ries infi- 
nies exprim^ par des int^igrales d^fioies^ ce. que je ferai voir dans une 
autre oooasioiK 



mmmm 
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Über die Zeichen der Mathematik, 

(Von Hetro Dr. Schellbach za Beriin.) 
( Scblnb te An&atiei No. 3. faa TOiigon Haft«. ) 



VY ir wenden jetst diese Entwidcelangen wieder anf einige BdBiHele an. 
1. Esirt 

und wenn man mit (a — k, — iy'(b — i, — ky multiplicirt 

(«— *,— *r(Ä— *,— ity(c+4,+*)» = 

Diese Gleichung kann aufgefalst werden, als 

und giebt dann durdi Yetgleichui^ mit (14.) und (15.) 

f(a,6,m,p,n) as (v+1 |(^)7(«+v*— *^,*+*«»»»+tr-.<r,;»+0',»— ») 

Für i;=s n und m sssp^O, geht diese Formel über in 

/(c,i,0,0,«)=:(n+l|(5^V(a+«*— i:<r,A+*^,«-<r,<r,0) 
oder 
(«+*,+*)" = (« +1 1(^{)'(« +«*-*<r-*, -*)—(Ä +*«•-*, -*)• 

und wenn man die Folge der Faotoren umkehrt 

20. (o + *,+*y«(n+l|(5^J''(a,+*)'-'(6,+>)' 

+ (cTi)'^*' +*r'(4, +*)•+.... +(*, +*)". 

Tersehwindet das GOed (a— rÄ— A,~Ä)-'(*+Är,— A)»*» tut Ir- 
gend dnem Werth Ton r, so kann man n audi n^tir nehmen and er- 
hSIt dann naoh (17.) 

21. (a + 4.+A)-* = (r+l|(=^2:^y(a,+Är-(*,+Ä)' 



IKese beiden F<HTneln stellen die Ausdehnung des binomisehen 
Satzes anf Factotidlen dar. 
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F8r AsO» ossl^ tvsx erhalt mao die einfache binomiiiohe Reihe 

22. ,i4^).=(M.i|(^)v=i+^)H.(g^)WG;^)W.... 

und wenn maii x^l annimmt 

2« Man setzt bekanntlich 

wo /i auch negatiT sein kann und «ich dann ör^u durch 2"tf erietxen 18fft« 
Fafst man diese Gleichung auf ab 

/(m — l,/i + l) =/(w,/i)— /(w-l,;i) 
so Iglst sie sich in folgende 3 Formen bringen 

25. /(m,;i)=/(m-l,/i)+/(m-l,/i + l) 

26. /(m,Ä)«/(m + l,/i)-/(OT,/i + l) 

27. /(OT,7i)=/(m + l,/i-l)-/(m,/i-.l) 
Die Yergleichung dieser Formengleichungen mit (14«) und (15.) 

ergiebt auf der Stelle 

30. ^-«• = (A + l|(-)'(j;=DA*^«^k.^ 

Aus (17.) erhalt man, wenn ^"«» für sehr grobe m oder n yer- 
sdiwlodet 

31. A-«. = ooKl^yAH-«^ 

32. A"»» = <»i(-r(=^yA'^tt«.^^ 

33. A-«« = oo|(-)'(.:^)*A"+»:/_,.. 

Bo dab abo die drei Formeln (28.) bu (30) tue ±k gelten. 

Wir geben hier nooh die Entwioklung der Diflerenz eines Pro- 
duotf. Es ist 
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34. A (ÄP P. äl 0») =» A" P. Ä'+* <?. + ÄH-» P. ^1 Q^^ 

und wenn man hiervon die (A — l)8te Differenz nimmt 

35. A»(/ipp.A'a) s=^*^(A''P.Ä'+'a)+A*^(Ä'^^'^'C>-+i) 

Diese Gleichung faMen wir auf als 

Die Yergleiohung dieser Functionen mit (14.) und (15.) ergtebt 

36. A^CÄPP.MC).,) = (A+i|(j|^)''A'^P.Ä'+»-<?-+. 

= 6rp. ^9+» a+ (^}) A»^' P. A'+»-' <?.+!+ (fj^i)'^'^*^' ^'^'^<}^+ ' 

und weil A auch negatir sein kanO| so erhält man aus (17.): 

Für Aesl liefert (37.) eine bekannte Reihe ron Tajlor, die Conder- 
oet in einw etwas abgeSnderten Gestalt giebt. \1^ sohlielsen £ne diesen 
Fall noch eine andere Entwicklung an. Es ist 

A(P.2?) = LP.T+Pt,ökT 

Setzt man hier y-, A-*(P. (?) ^ ^ entsteht 

Ä(i^(P.(?)) «^p..a::^^p^^(a::v(p^) 

und daraus 

Differenzirt man di^ Gleichung und multiplicirt w dann mit ^^ m 
ergiebt siob^ wenn diese Operatic)n /rmal wiederholt iat. 

Hier ist a ein Wiederholungs - Exponent^ was aber nicht besonders ausge- 
drückt zu werden braucht« da die eingeklammerte GrS&e immer Ton 
selbst dem n seine Bedeutung anweiset. Diese Gleichung fassen wir auf ab 

und erhalten dann nach der Gleichung (2.) des §. 4. 

oder wenn man /i = setzt und f or (f) und / das was sie bedeuten, 

38. A,(_)..(^y^ = ,.yi^^y^:i^-^^ip) 
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Yenohwindet das knie Glied der ^eöhten Seite, so soliMb«i wir dieM 
Reihe in entwickelter Form 

39. A-« iPQ) 

Dies ist die Gleiebung (39.) in Schweins Theorie der Differen- 
sen und Differenziale. Ganz auf dieselbe Weise lassen sich aUeRei- 
hen dieses Werkes bis zu iV(44) entwickeln. 

Die sogenannte Analogie dar Differenzen und Potenzen 
beruht nur auf der Ähnlichkeit der Formehi (25.) bis (27.) mit denen 
▼on (8.) bis (10.) im $.4. 

$. 6. 

In der FuDCtioneogleicfaung 

I. fix) ^ <f>(x)f(x+y) ±4,(x)f(x-^z) 
setzen wir x-^ry-^sz statt x und bekommen dann 

oder wenn wir nur die Coefßdenten von y und z beibehalten 

2- f(r,s) = <P(^,*)/(r+l,*) + ^^(^,*)/(^,*+l) 
Naelj di^trer Gleichung kann dann (1.) geschrieben w^dön 

/OO = <pOO./10+TpOO./01 
wo wir der Einfachheit wegen die Klammern und Kommata ausgelas- 
sen haben. 

Diese Gleichung ISftt sich noch etwas einfacher darstellen, wenn 
wir die Coefßcienten einer Reihe rom f^rf-l OBedem durch /7o, rtiy /z,, ... 
... n^ bezeichnen , denn dann erhdlton wir 

/OO = lo./10+fi./OI 
Yermöge der Gleichung (2.) lassen sich die Glieder lo>/10 und li>/01 
dieser letzten Gleichung umformen in 

lo./lO = lo.<piO./20±la.^lO./ll 

+ 1,./10=: +l^./ll + li.^^öl./02 

Setzt man hier die Werthe Ton lo und li aus (3.) und addiM, so wbSlt 
man one zweite Reihe 

4. /OO == ^00.(plO./20±^00.^^10|/ll+^^00.^/^01./02 

i)Oi.T^oo| 

oder kurzer 

/OO *= 2„ ./20± 2| ./l 1 + 2, ./02 
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Die 3 Glieder auf der rediten Seite dieser Gleldrang kSonen wie- 
der nach (2«) umgeformt werden und geben dann 

2o./20 = 2i.^20./30±2o.^20./21 
±2,Jli « ±2|.(pll./21+24.^^11-/12 

2,./02 = +2a.(p02./12.±2,.^02./(Ö 

Addirt man diese Gleiebungen und setzt die Werthe r<m 2o, 2t i 
2s ans {4.)y so entsteht die dritte Reihe 

oder knrser 

/OO = 3o./30±3x./21+3,./12±3,,/03 

Es leuchtet nun schon ein^ dals wir aus der Gleichung (5«) durch Um« 

formung der einzelnen Gliedw nach (2.) erhalten 

/OO = 33.^30./40±3o.^31|/31+3,.^//21|/^i3,•^^12|/13^-3s.^^^ 

3,.^2l| 3,.(PI2| 3,.^3| 

Setzen wir nochmals die Werthe von 3oi Si^ 3^1 3, aus (50i so ergiebt 
sich eine vierte Reihe 

(5. /OO ts5 g<i0.<pl0.v20.^.f40±tfO0upi0.q>20.fff3O 

V00.ipl0.f2l.ff;20 
900.711.^21.^/10 
qiOt.ipitfp2i.flXiO 
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fZi^qM.q>i(l^/30.fp2i 
ipOO.fptUflfiO.fi/2i 
ifOi.ipii.fpO0.fi/2l 
ifO0.ipi2Api0.fliii 
ip0l.ipt2.flK)0.fpii 
ipO2.ipt2.fpO0.fp0i 
±ip(}0.fpi0.^ii.fpl2 /13-HiOO.^l 
901.vO0.V^ll.V^12 
ifXi2.fp00.flKii.fpi2 
ipOi.fpOO.flKiLfp02 

bt nun so die nie Reihe entwickelt ^ so ergiebt uch aus ihr^ vermSee 
der Gleichung (2.) 9 wenn wir wieder Klammem und Kommata einfahren 
der Eortgang zur (n -f- l)sten Reibe durch folgende Gleichung 

/(0,0) = »•9(''.0)/(n+l,0)±ii^V(n, 0)1/(1,, l)+i»,V'(ii— 1,1)1/^^ 

n^9in-i,t)\ ».^^(«-2,2)1 

.•.(±)"»ii«^V'(ii— m+l,m — l)l/(/i+l — in,m) + .... 

oder 

7. y(0,0) = (/i+2|(±yK.,^C^+l-(r,cr~t)+/i,?>(/,~(r,r^^^^ 
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WmI a_i und n„^i IJfulI sind!, so besieht das erste und letzte Glied 
dieser Reihe nur am eiaem Theile. Es handelt sich hier um die Bestim» 
n)ung der Coeffidenten von y und z in den Functimien ^ und i//; be- 
traditen wir daher jetzt in der Gleichung (6.) die Goeffioienten von y, 
weldie in der Function (P enthalten sind, und schreiben rieder Übersicht 
wegen besonders heraus, so haben wir 

0123 012 Ol 

012 Ol 

012 Ol 

012 Ol 

Ol 

Ol 

Die Gleichung (7.) ergiebt aber, daC« sich in jeder folgenden Ent- 

fdcklung auf der rechten Seite jedes Gliedes eine neue nächstfolgende 

CoelBcientenreihe für y ansohlie&t, dafs z. B, die Coeflioienten in der fünf* 

ten Rdhe beginnen 

01234, 0123, 013, Ol, 

Ganz ähnlich Terhlilt es sich mit den CoeiBcienten von z in der 

Function ^^, nur dals sie in umgekehrter Ordnung auf einander folgen, 

denn sie sind in der vierten Reihe 

Ol 012 0123 

Ol 012 

Ol 012 

Ol 012 

Ol 

Ol 

Betrachten wir jetzt iu der Gleichung (6.) die CoefBoienten von «, 
welche in der Function (p vorkommen, nemlioh 

0000 000 00 

001 Ol 1 

011 02 2 

111 11 3 

12 

22 

so bilden diese die Ciombuiationen mit Wiederholungen, welche wir her 
kanntlich nach (13.) des $.3. bezeichnen durch 

[4,1], [3,2J, [2,3], [1,4] 
Sind nun diese CoeilGcienten für die nte Reihe gefunden: 

[n,l], [/i— 1,2], [« — 2,3], .... [« — r,r+l], .... [l,/i] 
und wir nehmen aus dem vollständigen (r-|-l)8ten CoeiBcienten der (/}•)- l)sten 

Orelle't Josmal d. M. Bd. XU. Hft. 2. 'iO 
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blof« d|e CoeGEkueiiten Ton z^ di9 io der Function (p Torkonnneiiy so haben wi 

[a+1— .r,rJ + [/i — r, r+l]r 
dien ist. aber nach der Gleichung (130 ^^ $*3« nichts. aAd^res ab 

welcher Ausdruck ako die CoefiGipienten von z in dem Yol|stSndig0i| (r 4-l)stea 

Coefficionten der (n4-l)sten Reihe bezeichnet« 

Ganz ähnlich yerhalt es sich mit dem Coeffidenten von y in der 

Function ^^ nur dals auch sie in umgekehrter Ordnung auf einander folgen^ 

und die Combinationen von untea nach oben laufen« In der vierten Reihe 

sind diese Coefficionten z. B« 

0000 



3 


22 


111 


2 


12 


(AI 


1 


11 


001 





02 


000 



Ol 
00 

Setzen wir nun wieder alle Buchstabeji in die Fünotionszeichen ^ so wird 

z. B. das^ zweite Glied der vierten Reibe gesdtfieben 

Jetzt kann der rte Coefficient der /zten Reihe leicht gebildrt wer- 
den« Wir combiniren nemlioh erst die Elemente 0^ l^ % •... r-^l zsa 
n -f* 1 — r mit Wiederholungen^ und dann eben so ia umgekehrter Ord- 
nung die Elemente 0^ 1^ 2, . « . • /i -f 1 — ^ zu je r — 1« Oje, ersten Com- 
binationen stellen die Coeffidenten von z in der Function (p dar; wir fu« 
gen dann zu den aufeinander folgenden Reihen derselben noch ent^re- 
diend die Zahlen 0, 1, 2^ 3^ .... als Cpefficienten von y. Die letzteren 
Combinationen stellen die Coefficionten von / in der Function ^ dar^ und 
zo den auf einander folgenden Reihen derselben fügen wir entsprechend 
die Zahlen 0^ 1, 2, 3 • • . « als Coefficienten von z. Das Haup^lied. selbst 
irt (±)'"7(ä^ + äJ+(«— ;^)(r— 1)). Wir wollen diesen Coefficienten aos- 
drScken durch 

(JKH-rCO f + ir^'+z[n-r+ 1 { r])^/<^+jr{r - 1 1 /i _r+2]+z(0 \ +m) 
indem vrir uns so tiel als mögiioh an schon gebrauchte Zeiohen ansi^ilie- 
Isen« Die Pfeile geben die Richtung der Combinationen an^ und dienen 
zu^eich dazo^ diese 2Moben von fihnliohen zu aqtei:8oheiden« 
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Ist also die Gleichung gegeben 

8. /(*) = <p(ar)/(»+y)±>/'(*)/(«-f») 
■o ist auch 

+«(0 1 +l)')/(«+ny+(«-:>')<7) 
Hiernach nt fe, Bi das dritte Glied der fBnften Rdhe , fveno -wir, 
disr Ktirse wegen ) hlois die Coeftrdenteo fon / ood z aiuadireibeo, 

(±)X*+y(0Hl/+«t3|3J)v(x+r[2J4]+«(0J+i)')/(:jH-3j^42*) = 
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Bei diesen Sotwiclcefuiigen Aiub noch ein besonderer Fall unter- 
schieden w^erden, neodicb wenn y ssz ist, oder wenn man hat 

10. /(or) Ä= <P(*)/(a»+jr)±>(x)/(*+/) 
Hier ist zunächst zu bemerken, dafii /(«+y) im ersten Gliede der rech* 
ten i^Me Aiobt mity(aer-f-7) im zweiten Gliede als ^eich betradftet zu 
W)erden braucht, weil noch andere Veränderliche unter dem Functions» 
zachen enthalten sein können, die eine Ungleiobheit hervorbringen. In 
dem gegmwfiftigen Falle verwandelt sich die Gleichung (d.) in 

11. /(*) = (n+ll(±r<P(a?+>(»-<rf «))>^(»+jr(o./ «))/(»+,«>') 
denn es müssen zu den Combinatiooen mit Wiederholungen die Zahlen 
0, 1, 2, 3, ... . addirt werden , wie es z. B. der oben entwickelte dritte 
CoeiBcient der fünften Reihe angiebt, wodurch die Combinationea ohne 
Wiederholungen entstehen, was wir» dem Früheren gem8&, auf die an- 
gezeigte Weise ausdrucken. Hiernach ist z. B. der dritte OoefBdent der 
nihfien Reihe 

^(*+X3 f «))Vr(*+X2 1 6)) = tf(x-^Oy) ip{x4'iy)<p{x^-2y)i/,{x^pfix-^4y) 

14 2 3 

2 3 14 

2 4 13 

3 4 1 2 

12 3 4 

12 4 3 

13 4 2 
2 3 4 1 
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f. 7. 

Yermittelst der Gldohung (9.) des vorigen Paragraphen 

man sehr Idoht folgende Formeln: 

1. (a+by = (/i + ll[n— «r, t+(r!a— ^(*, +!)• 
z, B. 

(a+&)« = 41 [3-4», Hai a-8] (b, + i)« 
= [3, II a-i] (&,+!)•+ [2,2 ! a-S] (&, +1)' + [1, 3 ! a -*] (6, + l)«+j:0,4 ! a-*] (6, + 1)* 



as asa-^a — O.a — 
a— O.a — t 
« — l.a— 1 



b + a—0 
a— 1 
a— 2 



6(6+l)+6(Hl)(H2) 



2. (o+ft)» =r (»+1| [n-«r | 1+ ola+i+S] [ff | n+l-<rl *-o] ( 7 V}^ ) 

z. B. 

(a+fc)' = 4|[3-fffl-i-g!a+t+3][<r|4-g.'^-a]( ^~^+y 



ii+l.»+l.o+l(^) +a+l.«+1.2- 

*'^ «+1.0+2.1- 



(^)'+-+*-i— *-' 



«+2.0-a.l— a 

a^3«0 — a.O— ^ 
'ft— 3 + l\» 



/ &-2..flV 
V l, + l f 



0+2.0+2.0— a 

Fnr ff = und 6 = a ergiebt sich aus (2.) 
3. «» = «I[/i~l-(rH+<rll+Jj[<rin— (Tl l+^(£=^)' 



z. B. 



5|[4-.(rfl + <rll+^J[(rj5-<rIl+^(^=#l)' 



IUI 



M,+l' 112. 



4 
3 

122.2 
222. f 



«-l.+l\' 



{=i^ 



+1 



) +11.33 
' 12.23 
13.22 
22.13 
23.12 
33.11 



oder 



(;^)'+i.22! 
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2.122 
3.112 
4.111 



a-3,+l\' 



/a-a 

VI, 



'a-4,+l\' 



+1 ) +"»'(th / 



'«-3,+lV. /'a-4,+l\- 



)' 



In dieser Entwickelung sind die Coefficienten symmetrisdi wie die 
gemeinen BinomialooefficieDten. 

Aus diesen Formeln flieCsen dann noch leicht folgende zuerst von 
Schweins io seiner Analysis entwickelte: 

ffssO erhSU man 
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4. 0-+l-+2«+3-+....+(*-i)'»=» *I<r» s („+1|[« _#,1+«]Ö!^^P 

s. B« 

= iiiJ^i:l>-+iiIfc^+i|<^)+^^ 

22| 31 

tsi*(Jfc-l)+|ÄC*-l)(*-2)+$*(»:-l)(*--2)(ifc-3>+i«:(»-i)(*-2X*-3)(*-4) 

Wir wenden Jetzt die Formel (9«) des $# 6« an^ die höheren Diffe» 
rentiale des Ausdrucks 

SU kestimmen, der eben so allgemein ist ab (ji^bxy{A'\'B{a^bxyy^y 
mit welcher Formel sich Schweins in seiner Theorie der Differenzen etc. 
von p» 244. bb p. 260. beschäftigt* 

L Es ist 
also 

Diese Gleichung kann anfgefafst werden ab: 
f(m,p,n) = (P(;»)/(/n— 1,;»— l,/I)+^^(Ä)/(OT--l,;t) + y— I,ff— 1} 
und giebt dann durch Yergteichuog mit der erwähnten Formel 

f(m,p,n) = (A+lltPO^-COl + l)»-* 

+ (^-l)[^-<rfl+(r])rP(/i-(0|+l)«')/(m--A,/> + yo— .Ä,ii-«r) 
Setzt man hier A = m und die Werthe yon ff (P und «//, so erhält mas 

Fir m s 4 entsteht z« B. 
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- (p_0+0j)(p-l+0?)(p-2+0j)(p-3+0?)(n, -!r9'ai'^-*+<»»Ct+«f)» 

(p^0+05)(p-l-|-0g)(p-Hl!)l 
(p^-0+0jXp~2+l^-.3-|.lf)j 

(,-1+1 j)(p-2+lg)(p-.34-lg)| 

(p-0+02)(p-2+l) 
(p-0+0,)(p-3+2) 

(p-i+^sfXp-s+i) 

(P-1+1,Xp-3+2) 
(p-2+23)(p-3+2) 

(p-1+1?) 
(p-2+2,) 

(p— 3+3g)| 

Wir suchen nun die GoefißoienteD diesv Reihe so omauformen, 
dab sie wenigstens für besondere Werthe von p und y eine einfiuohere 
Qestalt annehmen. DrUcken wir deshalb die Coef&denien einer Reihe 

von m+t GliedejTD wieder diVioh iq^^ Oh» 0i»> .... aus, ao iSfiit aioh 
die Gleichung (3.) schreiben 

4. ^jpj.aP (!-}-«»)• s= (in+ll»n,(ii,-f.l)*jf*art»-i»+»»(l+a:v)ii-* 

DifFerenzirt man diese Gleichung^ so kommt 

wenn man bedenkt, dals sowohl m_4 als m»^t Null sind. Setzt man nun 
in (4.) m+t statt nt, und Tei^gileioht die au Reichen Potensen too x ge< 
hörigen CoefHcienten der entstehenden Reihe, und der JLsihe (6.), so er- 
giebt sich 

Diese Gleidiung kann eufgefalst werden als 

/(w+1,*) = (p(m,*)+/(m,*-l) 
und giebt dann nach (2.) des $. 4. 

k\(p—m+(r+f(s--(r))(m-<r)^ — (m + 1 ),__(;„ 4. i_ä)^ 

oder, wenn man m-— 1 statt m, nt'—s — 1 statt * und Asm setzt, und 
die Reibe rackwäjrts nimmt, 

7. 'wj(/»— «y + (^-.l)<r)(r,^ = 
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Diese Gleichung zeigt eine zurücklaufende Bildung^ weise der Coef» 
fidenten der Reihe (3.) an^ da nemlich der letiste derselben^ oder o*^, 
gleich Eins ist« 

Für « = erhSIt man z« B» den vorletzten Coefficienten 

und Shnlieb lie&en sich alle vorhergehenden berechnen; aber das Gesetz 
der entstehenden Reibe iirürde auf diese Weise nicht zugleich auch klat 
werden« Vfit schlagen daher einen anderen Weg ein^ Hat man nemli6h 
eine Gleichung yon der Form 

multqilicirt sie mit <P(t^9 + l) ^^^ nimmt die Summe nach' v^ so entsteht 

Diese Gleichung kann wieder mit 9 (t^^ <af -f* '^ multiplidrt und dann nach 
V summirt werden ; man erh&lt auf diese Wöise 

f?|{9(iT,a+2).i;|(9(<T,a+l).f^|{9(<r,a)/(cr,ft)}}) 

Bezeichnet man nun die linke Seite dieser.Oleiohung dinnoli v\\fi{(T^ä)f{(ffb)Y^ 
so mu(s die ganze Gleichung geschrieben werden: 

Nach und nach kann man nun> wie leicht ersichtlich ist, ganz all* 
genoysin erhalten» 

und lUst man diese Gleichung auf als 

iP(Ä, ei,4) = a?.F(Ä-i,a+l,Ä + /w)+/.F(*— l,a+l,* + ii) 
so läfst sie sich nach %.^.j (9.) in eine Reihe yon A+1 GUedem ent« 
wickeln, wodurch die Summenzeichen auf der rechten Seite wegftdlea. 
Hat man nur 

10. t^I(p((r,/2)/(v,H+J)=/(t;,n+l) 

80 ist ist für n^O 

t;I(p((r,0)/(<f,0)=/(t;,l) 

für /i = l 

und allgemein 

11. v\m<r,(f)f(ir,0)Y^K^*'^) 
Also ut aus (7.), weü <r„ = 1 ist, 

12. ml(^— d9r+(y~l)<r)}* = m«_i 
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Man findet nun baM^ dafii 

13. r„\ia + <rb){^y = (^a + n ö) {^y*' + (n + i) b {^y^' 
Nach (9.) ISfst sich diene Gleiohnng verwandeln in: 

« {a + nb) . iii|{(a-+l+a) {y^)"^)' + (n +i)i.m j{(rf+l+ ü) (^^^f^]""' 

oder in 

F(k,a,n) = (a + /iÄ)F(*— l,a+l,/i+l)+(;i+l)*F(A— l,ö+l,/i+2) 
und diese Formel giebt^ nach $» 6. (0«)| wenn man die Werthe von F setzte 

X(n+l+(a j )t)+(0+ir) ft^' (y^)^'^ 

Für /i ssO^ ä^ssp — d.f und £ssy — 1 findet sich also 

=(fc+l|(p-(0| +l)*-:^+(?-2)[w| l+a])((a j Jfc)+(1 f +l)0(«-l)^(j^)*^'=m«^< 
folglich durch Yergleichung mit (3.) 

Wir haben so den GoefScienten der Entwickelung (3.) durch eine 
Reihe ausgedrackt, welche fiir besondere Werthe von p und f eine ein- 
fache Gestalt annimmt 9 und merkwürdige Relationen zwischen Combina« 
tionc'n und Factoriellen wahrnehmen läfst. Für ^ s= 2 ist hiemach 

16, (^+[A{ l+m-A]-(0 \ +l)^)=(A+II(((r \ h)+{i \ +1)0(^,-1)^-^(^7^ 

Für ;> = verschwinden auf der rechten Seite dieser Gleichung alle Glie- 
der bis auf das letzte^ wo (T = A geworden isti und man erhält 

([Ä|m^A+l]-(0|+l/) = ((A|A) + (1 j+l)»)(^)" 

Es ist aber 

((A| A) + Cl I +1)*) =:(0+l)(l+2)(24-3)(3+4)....(A~1+A) = (l,+2)^ 

also 

,7. ([Aim-A+l]-(0f+l)*) = (l,+2)»(^) = ^}]? 

z. B. 
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(P f 4] - (0 f +!)•) = 1-0.1-1.1-2 = l.a-1 rs 1 = 15 



1—0.1—1.2—2 


1.0.0 


2 


1—0.1—1.3—2 


1.0.1 


2 


1-0.2-1.2—2 


1.1.0 


4 


1—0.2—1.3—2 


1.1.1 


6 


1— 03— 1.3_2 


1.2.1 




2-0.2— 1J2— 2 


2.t0 




2-0J2-1.3-2 


2.1.1 




2-0.8- lJ-2 


2.2.1 




8-0.3—1.3—2 


3J2.1 




(6,— 1)» 6.5.4.3.2.1 




(2.+2)» °^ 2.4,6 







Die BntwiokduDg (3.) selbst nimmt mm vermSge (17.) I3r p 
mä ^«2 dfo Gestalt an 

18. ^^ii+'^r = ('"+i|^^(«,-i)'^2"^*-^(i+*») 



« (ii.~l>-2~«"(l+«*)--*+ig^(ii,-l)--«2"^«-^(l+«*)»"-^« 



• ••• 



+ ^j^ (»,-l)-^2'-»«-+« (1+ «•)—+' + 
n. Dem DiSerenziale (1.) kann die Gestalt 

g^eben werdeoa Htoram folgt 

^.a»'(l+»»)- = P^^5=I.a*^(l+«»)'^+(p+ii5)^j5:;f.«P+^i(t+«^^^ 

und nach f • 6. (9.) 

20. g~;.aP(l+ *»)" = («+1| (p-(0 f +1)— 

+(g-l)[iii-<r 1 l+«r])(p-r(a f m)-ri<r j m+l-ff]+»j>i^-'iH^(l+«»)i^ 
oder naoh der aag^ebenen kürzeren Schreibart 

21. ^.(1+arO- « (m +1K«'--+^(1 +*')-" 
DiSerenzirt man diese Gleiehung, so kommt 

Setzt man nun in (21.) m^i statt m und vergleioht die zu glei« 
chen Potenzen von x gehörigen Coefficienten der entstehenden Reihe und 
der Reibe (22.)^ so ergiebt sieh 

GM^« Jovraal d. K. Bd. Xn. Hft. d. 21 
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Schreiben irir hier m-^s .statt s und diTUBteo die ganze Glddiuog 
durdi (/>+f n~f — '^«1 — 1)"*^S M> entsteht 

(p+j»— «-«»,— 1)"+* (p+5«— s— «•,— ir+* * "^"^(p+j»»— g— 5»,— »)" 

oder 

/(m)=:(P(m)+/(w-l) 

also nach {«4., (2.), wenn man m — 1 statt m setzt, 

OA - I P + (g— i)g — g« mm-^ i 

**• n(p+g«-g-j#,-l)«+***^*-* — (p+g«_5-5,,_l)-. 

Weil sich nun aus (21.) sogleich ergiebt, dab m^ tss (2«+/»,— 1)~, so 
IHlst dch mM-ft aus ^4.) finden. Bei dieser grolsen Allgemeinheit kann 
man aber kein einftiches €>esetz für m„_i entdecken. Die Gleichung (24.) 
gewinnt indessen schon sehr an Einfachheit, wenn f ^ 2 gesetzt wird, 
denn dann geht sie über in 

o« — I p+g— 2» m„.^i 

Aus $. 4., (16.) erhält man aber für as=ßsl 

Diese Gleichung dient zur Summation von (25.), denn setzen wir 
dort zu erst s^O, so kommt, weil (r„^(2n -^p, — 1)" 

m » nt K2«+p~2,-lr(p4<r) - _ ^l (2it+p,-~l)"*»»(p+y>--l)* 
*"--» == '"l (2«I|.p-.2,-l)Wi «••- »»1 (5„+p_a,-iy 

(2«4'P>-<)'^M (p+m,-l)« , __o> 

2(2n+2p— 1) l(2n+p-m,-i)* ^'" — "''i 

Wenn wir für den Coefficienten m^^ dnen einfachen AusdrudL 
erhalten wollen, so miissen die Elemente so angenommen werden, dafa 
(m SS 0) Tersohwindet. Dies geschieht in zwei Fallen , erstens wenn 
/> =s und dann wenn /» s= 1 vtird* Bei der ersten Annahme eriialten 
wir nach und nach 

27. m^ e (1, +1)" (i^) (— i;+i— ) 
imd bei der zweiten 

Oft « — (2i«,-t)"H-i(m+t-l)^* _ (1,+!)'^^ /n,^lNV 2n+t-2*.~i \"^ 
Xöe OT^i — (2,+2)*(2n-l,— 2)*-* ~ m+1— 2ik \I,+1/ V 1,+1 / 

Die Richtigkeit dieser Formeln wird sdur leicbt vermöge der Glei- 
chung (26.) durch den Schlub von k auf ib+1 bewieeen« Durch diese 
Werthe verwanddt sich nun (20«) in 
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und in ^ 

30. ^.*(14<.•)•=(l,+l)■-^«(l^^•)-{^^^i^)'•^ 

+\i;:p/ \ 1,4-1 y m-i^\t;:fi) \ i,+i ; 51:3+— •/ 

Diese letztere Reihe ergiebt sich aber sogl^oh auch aus der er- 
Stern, weil 

Sj(i+*')"=2(;ii)^"^*<*+*'>"** 



INe Rahe (20.) findet Lagrange auf eine eigenthümlidie Weise und in 
einer etwas veränderten Gestalt in den Abhandlungen der Berliner Aoa« 
demie vom Jalve 1774 p. 18S. eto» 

Die Tergleiohung von (27.) und (28.) mit (30.) ISlst wieder Rela- 
tionen swisohen Gombinationen und Faotoriellfni erkennen ; so erbiflit man 
z.B. aus (28.) 

31. (Pk f w-fc+l]+(l I -l)*)(2i.-3[m-* j»+l]+(0 i -1)-») 

(l.+l)'-H /2j±1\» / 2n+l— 2»:.--1\ — "* 
*" m+1— 2JfcVl,+l/ V iTfi f 

Setzt man hiär nsa— 1, so ergid!>t sidi 

32. ([Jfc I m-*+l]-Kl I -l)»)(3[m-* \ *+lJ-Kl \ +«)"-») 

= (-)'^»(»+l,^l)«»(«,-l)--«» 

a.B. 

a2|3]+(lj-l)»)(3[2|3]+(lj-!-l)«) 

— 0+1.0+0x6+1.6+2 asl.a7.8 = 32 «120 ea(-)' (5, -!)•(*, -!)• = («,— 1)* 
0+1.1+0x3+1.6+2 1.1.4.8 40 
0+1.2+0x3+1.8+2 12.4.6 16 
1+1.1+0x0+1.0+2 2.1.1.8 20 
l+lJJ+OxO+1.3+2 2A1.5 12 
2+1.2+0x0+1.0+2 3.2.1.2 

Die Brauchbarkeit der Gleichung (0.) des $. 6. ffiOt tielleioht dadurch 
am besten in die Augen, wenn ich bemerkci dab sidi c B. jb So h weine 
Analfsis mit Hülfe derselben Einiges aus den 4 ersten Abhandlungen und 
Cut Alles aus den 4 folgenden viel schneller und allgemeiner beweisen I8bt 
ab dort gesdiidit. Alle Slitzo der oeuuten und letzten Abhandlung Sber 
die Sununation der Reihen lassen sich nncb dieser Gleidiung ÜMt chne 

21» 
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alle ReofanuDg miinittelbar hinflohreiben^ sobald die Grundgleidiinigen vor« 
bereitet sind« Den Blathematikern ^ welche Schweins Theorie der 
Differenzen und Differenziale kennen^ wird es nidit entgehen^ 
dais die nennte Abhandlung der Analysis in jenem Werke von Wichtig- 
keit ist^ und dals also nodi Tieknehr die erwähnte Formel auch dort ihren 
Nutzen bewähren wird« 

Wir stellen hier nur noch zur Überricht die in diesem und im 
sechsten Paragraphen gefundenen combinatorischen Formeln in ihrer ein- 
fedisten Gestalt zusammen. 

33. [/i|m] + (Of+l)"= (/ijii+m— 1) 

Die Addition beider giebt 

35. 2[n\m^^in\n+m^\)^^^:i^^^^ 
und die Subtraoti<m 

oder IBr m— n+l st&tt m 

36. (/i^m)-(0|+2)» = ^lp 

Im $. 6« haben wir aus der Gleichung 

f{x) = (px.f{x+y)±yl^x.Kx^z) 
fx in dne Reihe entwickelt^ es bleibt nun noch übrig ^ die Form von 
f» durch (px und ^x> zu bestimmen. 

Hierher gebort z.B. die unabhängige Entwiokelung des Zählers 
and Nenners eines Kettenbruchs. Ist nemlidi 



».+' 



*.+ 



so hat man b^uauiüid!i 



4-1 






11. Sohtllbaoh^ ultr die Zeichen der MaAematiks 105 

Die Gleichimgen a^^ssk^a^i^Cj,^ und £» = i^» &».i + ^».2 sind 
beBondere Ffille der dien angegebenen Funetionengleichung« Aus ihrer 
Entwiol^elung erfafilt man nach den froher festgesetsten Zeidien« 

% 2li-M--(— l)»lrt. . : X 

Der Zahler o. besteht nemlidb ans '*"*" "^^"^ ^ Gliedern und der 
Nenner 6« aus JiX-dli=Ll!^ Um den Zfihler za erhalten, Inidet man 

aus den Elementen 2, 3, 4, •••• n— -0- die Ckmibination«i ohne Wieder- 
holungen zu je n— 1— -20^1 und aus den Elementen 0, 1, 2^ •••• r die 
Combinationen nut Wiederholungen ebenfalls zu n«— 1— 20*, addirt dann 
£e Zahlen der dnander entsprechenden Combinationsstelleni und erhält 
so diiD Zeiger, welche dem k angehängt werden müssen« Ähnfioh ist 
die Bildung des Nenners. 

Um z. B» ir« zu bilden, hat man ans (L) 

^ ^^23450+00000 "h ^2144000 T" ^2+0 ==5 A23450 + ^34 + ^ 



oder 



23540Ü1 


341 


236 


4 


24540U 


44a 


256 





345401 




25» 





«ö = A2As*€*5*« + *2*3^ + *2*3*6 + *2A5*6+A4Ä5*6 + *2+*4 + *6 

Für den Nenner ergiebt sich aus (2.) 

*e = 4|{^(6.a^ I 8-0/14^)4(^20 1 14a)} 

*= *(6 j 6/i4*4P j 13 + *(« I »/i+ft4t4 1 «3 + *(2 j 4.'i4^)4C2 1 sj 

•f* A(o 1 J/I4a)4[0 1 43 *= ^1234564000000 + *12S44<Kl()0 + ^12400 + ^ 
^ * 123540U()l 1344)1 

124540Uftl 14402 

1S4540U1 234U 

234541111 94412 

31422 

^113456 "f* ^1234 T*12T* *^* ^l»2*3*4*5'is"F*l*2^3'*^T • • •• "P^S*^ 



1236 


14 


1256 


16 


146 


34 


9466 


36 




66 



I5Q 11, Schellbaeh, über die Zeichen der Mulhemaiik. 

jleDii K >^ gleich 1 wie man au» den früheren Bettimmungen deutlich 
ersieht« Fa&t man nun das ganze Verfieluren zusammen, um die Ze^^ 
des 2: für a,, zu bilden^ so braucht man nur die Combinationen 
ohn« Wiederholungen aus den Elementen 2^ 3, 4, . ••• /i zu je 
/il— 1, /i_3^ n — 5, •... darzustellen, mit dem einzigen Unter- 
schiede, dafs man jedes neu hinzuzufSgende Element nicht 
um eine Einheit sondern um zwei Einheiten wachsen 18fst. 
Für b^ entwickelt man ganz Shnlich nur die Combinationen ohne Wie- 
derholungen aus den Elementen 1, 3, 3, •••• /i zu je /i, /i — 2, n — 4, 
und labt jedes neue Element ebenfalls um zwei Einheiten wadisen. 
Die Zeigw von A fnr 117 und £7 sind hiernach 



234567 


1234567 


2345 


12345 


2347 


12347 


2367 


12367 


2567 


12567 


4567 


14567 


23 


34567 


25 


123 


27 


125 


45 


127 


47 


145 


67 


147 





167 




345 




347 




367 




567 




1 




3 




5 




7 
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±2. 

De eompositione numerorum e quatuor quadratis. 

(Aact Dr. C» G. J. Jacobiy prof. oird» auOb» RtgSomi«) 



in diario hoc Toh HL pag. 101 • fioe demoiütratioiie proposui olim theo- 
rama «equens: 

,,SU n datus numerus fuilibet impar positivus , sint porro w^ x, 
i>7i ^ ^umeri impares positivi^ numerus solutionum aeguaiionis 

4/1 ssa wW'\'XX'\-yy^zz^ 
ff aefuatur summae factorum ipsius n."* 
Hoc theorema vel ipso intuitu fiquet^ oomparando inter so fonnulas^ quas 
in Fund. Novis Theor. F. E. demoostravi ^ pag« 100. <35*) et pag« 184* 
(7.)« In gratiam autem viromm arithmeticorum ^ non advocatis evolutio- 
nibus analjticis^ loco citato propositisi rem hie dratioiistraboi unioe pro« 
fectitt e theorematis ) quae de oompositione numerorum in duo quadrata 
ciroumferuntur« Quam demonstrationem sine magno negotio elicis ex 
analyBi^ qua usi sumus l. o» pag 109« Quod eo minus celo, quod alüs 
fortasse ansam pradiere possit^ methodum^ qua in sequentibus utor^ ulte- 
rhis exoolendi# 

Utor in sequentibus theoremate auxiliari notO| seu qued e notis 
focHe dedudtur, sequente: 

^ 3i ttumeri primi omneSf qui datum 'numerum imparem n methtTi' 
„tuPf forma 4m-)-l g^audent, numerus solutionum aequationU 

„ aequatur numtro factorum ipsius n." 

Idem erit numenu solutionuiD aequationis 

2nQQ ^ yy ■\- zzy 
a nnmeri primi, qui numerum imparem Q metiuntur^ omnes forma 4 m +3 
gaudent. Neque enim huius aequationis aliae dantur solutiones, nin quae 
e «olutionibu» aequationis praecedentis proveniunt, utroque numero y, « 

per Q multiplicato» 

Dato numero impari quolibet /», quaeramus nwnerum factorum 
«his, qui formam 4 m +1 babent, et numerum faetorum eins, qui formam 
4m +3 habent. Quem in finem, siouti etiam in sequentibus, elementis 
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graeds rfne plagnla adieota doiafahimus numeroa formae ^m-^t; j^agnla 
adieeta, numeroa fonnae 4ira-f*3« ElemeiitiB Jatinis minasoiiIiB ^notabi- 
mus perinde otriusque fonnae nmneros imparea; maiasoidiB numaroa qao$^ 
libet impana aut parea. Onuiea porro nameroa aoc^inma poaitiToa« Qnaa 
in fequentibiia bene teneaa« 

Sit nnmerna p in faotorea inter ae primoa resoliitua 
notam e8^ obtineri ünctom onuiea ipaiua p per erdotioneni prodoeti 

l+ß+ß*-*.-+ß* 

l+ß/+ß«....4.ß^ 

Statuamus in lioc producto 

a = ß c=5 7 .... sstp 
a'=s ß' = /.•.. = —1; 

in eTolutione produoti ainguli termini aeu fiunt -)-lf n fonnam 4m-|-l 
halient^ fiunt -*1| si formam 4m + 3« Unde evadit valor producti idem 
atque excessus numeri faotorum ipaiua p fonnae 4m«)-l aupra numerum 
factomun ipnua p fonnae 4m + 3. Invenitur antem valor ^prointid. 



qm eat evanesoena omnibua casibus» quibua non aimul sunt omnea numeri 
ji% B'y C .... parea; hoo autem casu fit üle 

(1+^(1+B)(1+C) 
aiye idem atque numerus factorum ipsius 



• • • • 



^ßjjy: 



♦ • • • 



Hinc excoBsus assignatua est 0^ nisi p formam Imbet 

P^nQQ 
ubi n est numerus impar^ qui per alioa numeros non dividitur^ nisi qd 
formam 4 m +1 halient, Q niunerus impar, qui per alioa numerm primoa 
non dividitur^ nisi qui formam 4m-j-3 habent; hoo autem casu exceaaus 
ille aequabit numerum faotorum ipsiua n. Hinc cum edam disceiptionem 
numeri 2p in duo quadrata imparia nullam dari oonstet, nisi p formam 
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MiigBatain habet, pro forma antem Ula e theoremate auxiliari ntunems ao^ 
latiomuD aeqnationia 

ideoi Sit atqae numeras faclomm ipsios m, theorema illod hoc modo enon- 
dare licet: 

^,Dato quoUbet numero p mpari, nmnerm whUUnmm aequaUam$ 

^P = ff +« 
^^idem e$t atque exee$nm numeri faetornm ip$iM9 p farmae 4m+t iupra 

yjiwmenm faelarum t/mw p farmae 4iii+3.^ 

Hoc theorema sponte patet, si FundametUamm formulas pag. 103. 

(5.) et 184. (7.) inter se comparas. RaliodDia antecedentia 1. c. pag. 107. 

breviter indicavimas. 

« 

In 8eqnentibas, al nnmemm solotionum aequationia propositae de-- 
noterons, ipsam aeqoalionem oiicia inclodemns, iisque praefig^mns characterem 
N. Ita si^ificabimoa ex. gr. nnmemm aolationum aequationia 

2p = ff +*» 
per aignom 

iVPp = ff +m]. 

Hinc nnmeras factomm ipsios p^ qoi formam im+i habent, e significandi 

ratione sopra a nobis proposita erit 

NIp =: a«]; 

nomems factomm ipsius p, qai formam 4ifi+3 habent, erit 

JVO = aa']. 

Unde theorema propositom ezbibere licet per formnlam sequentem, 

1, iV[2p = xx+ffti] = Nlp = aa]-Nlp = aa']. 

lam ad discerptionem nameri 4p in qnatoor quadrata imparia transeamns. 

2. 

Discerpamns datnm nnmemm 2p omnibns modis, qaibns fieri potest, 

in dnos nnmeros impares p' et p'\ ita ut sit 

2. 2p=p'+p". 

Deinde singnlos 2p' et 2p" omnibns modis, quibns fieri potest, resolvamns, 

in dno qnadmta, qnae erant imparia, ita nt sit 

3. 2p' =^u>w+xx, 2p" = yy+M, 
ideoqne 

4. 4p = fofo + XX -\- yy -^ zz. 

Pro iisdem nnmeris p' et p", in qoos 2p discerpitur, est nnmeras solntionum 

aeqnationis bnius (4.) aeqaalis prodncio e numero solntionum ntrinsque aequa- 

Orolle'i Joarnftl d. M. Bd. ZIL Hft. 3. 22 
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tionis (3.); ideoqae totos numeras solnlionam aequationis (4.) aequivalM 
smnniae 

exlensae ad valprea nnmeroram p\ p' impares omnes, qoi aaqoaHoni (2.) 
satisfacimit. lam e (1.) habetur: 

iV[2p' =ww+xx] = Nlp' =» aa]-Nip' = aa*] 
N\jip' = 99 + M] = N[p" = 6/3] - N[p" = b/T]. 
Qoibus in se doctia, nandacimur prodnctam, e qaataor terminis eonatans, 

iV[p' = aa] .Nip'' = bß]+N[p' « aa'].Nlp'' « b/T] 
-N[p'=^aa].N{y' = blr]--N[p"=^bß].N[p' ^aar\. 
Habemns aatem, si aoniRiaiii extendimna ad yalores ipaonim p% p'! omnea^ 
qui aequationi (3.) aatisfaciuiit: 

2{N[p' ^aa]N[p''^bß]) = iV[2|>;=aa+6/9] 
2(Nlp' =aa^iV[p" = 6/5^) = JV[2p=fla'+6/r| 
JS{N[p' Ä aa ]iY[p" = bß'J) = JV[2p = aa +6/^] 
^(iV[>''=6/3]iV[p' «oa']) = iV[2p = 6/S+aa7. 

Hinc prodit 

5. iV[4|> = ww + x«-f yy +««] = 

Ni2p = aa+bß]+Nl2p==aa'+bßi]-Nl2p^aa + bfl^-N[2p = bß+aa^^ 

In seqnentibus brevitalis caasa loco 

N[2p = n] 
Bimpliciter scribemua 

iV[«i] = iV[2p = f»]. 

Porro ponemus nnmeram quaesitoni aolationam aeqnalionis propoaitae i4.\ 

N[4p = ww+xx+jfff+MM] = N. 
Quibos statatis, aeqnatio (5.) ita exhiberi polest: 

6. W = Nlaa + bß]+Nlaa'+bß^-N[aa + bß^'-N[bß+aa']. 
Observo, in hac expreasione terminoa doos negatives inter se aeqnales esse, 
cum alter ex altere prodeat, elementis a, b nee non a^ ß commntatis. Unde 
aimplicins habes: 

7. N = N[aa+bßi+N[aa'+bß^-2Nlaa+bß^. 
Consideremns seorsim casus, quibus 

« = /?; a' = ß'; 

pro rellquis statuere licet ß>a, ß^y>a\ si numerus eorum duplicatur. 

Hinc, si ponimus 

/9 = a+4J, /ir=:a'+4^ 

aequationem (7.) ita repraesentare possumus: 
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8. JV = iV[a(a+6)]+iV[tt'(« + fr)]-2iV[aa+6/9'] 

lam eoin casus, qoibns namenis foraae 4m +1 et qoibas 4m +3 est, omnes 
casus amplectontiir, qaibas nonenis est impar, in expressione antecedente 
binos terminos in onam contrahere licet, ita ot habeatur: 

8. A^ = N[ia+b)e] + 2Niia+b)e+4bA]^2N[aa + öß'l 

Ponamas in termino secnndo 

c = d+4AB, 

nbi d<i4A, atqne B aqt ant namenis qailibet positivus; erit 

0. N^Ni{a+b)e]+2N[ia+b)d+4A{b+B{a + b)y]-2N[aa+bir]. 

Numeri aulem 

a+b, b+B{a+b) 

simul desi^are possunt, aller numerum quemllbet parem, alter numerum quem- 

Übet imparem, idque unico taolum modo, sive dalis Ulis, etiam a, b, B deter- 

minati erunt; unde statu ere licet 

a+6 = 2C, 6+B(a4-*)=e. 

Quibus in secundo termino substilutis, babemus 

10. N = Nl{a+b)c] + 2N[2Cd+4Ae]-2N[aa+bß'], 

nbi d<:4A. 

Quod attinet tertium terminum, babemus 

2Nlaa + bß'] = N[aa+bß^ + N[aif+bal 

In expressione ad dexlram rnrsus slatuere licet b^a, siquidem simul valor 

duplicantnr; casus a = fr locum habere non potest, cum expressiones uncis 

inclusae eo casu fierent per 4 divisibiles, numerus autem 2p, cui aequantur, 

Sit impariter par. Hinc si statuimus in expressione ad dexlram: 

b^a+2C, 

aequationem antecedentem hoc modo exbibere possumus, 

II. N[aa+bß'] = N[a{a+(f)+2ß'C] + N[a{a+ß')+2aC] 

sive posilo 

12. a+/y = 4A, 

sequente modo: 

13. Nlaa+bß"] = N[2aC+4Aa] + N[2ß'C+4Aa], 
ubi e (12.) fieri debent a et ß' ulerque <i4A. Terminos duos ad dextram 
eadem ratione, atque supra, in unum conirahere possumus 

14. N[aß + bß^ = Nl2Cd+4Aal 
ubi d<i4A. Qua aequatione substitula in (10.), lermini secundus et terlius 
se invilem destruunt; unde simpliciter oblinelur: 

22» 
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15. iV=iV[(a+6)c]=A[2p = <a+6)c]. 
In hac fornmla fieri polest e faclor ^libel ipains p, neque alioa valwes 
induere polest; imde posito p » ef, aeqoalionis 

16. 2p » (a+&)c 
solationes onmes obtinentar, si pro qoolibet iprias p factore c omnibiis modiSy 
qaibus fieri polest, resolvitur aequatio 

2f = a+b. 
Coiiis danlnr solationes nomero f. Unde pro qoolibet valore ipsios e dan- 

tiur aeqoattonis (16.) solotiones nomero -^, nnde nnmeros totos solutionui 

aeqoationis (16.) aeqaivalet summae faGlomm iprins p. Hinc etiam e (15.) 
fit nomenis qoaesitns 

N =3 iV[4p = iPto +«« +jff +«] 
aeqnalis somniae faetomoi ipsios p. Quod erat demamt räMäm m. 

Specimen tantom novae ae planae sin^folaris metliodi editoros,. bob 
agam hie de larga copia tlieorematon similiom propositi, qoae ex evolo^ 
tionibos in Fu m da mentü traditis profloonl. 

Scr. 14. Febr. 1834. 
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13. 

Aequatio modnlaris pro transformatione fimctioniiiii 

elliptiearnm septimi ordinis. 

(Aactore Dr. C. Otuhlaf, Prof. sap. in Gymnano HariMiMakno.) 



iSatis notom est integrale hoiiu fbrmae 
{0 alind linilis formae 

tranrfonnari posse ope snbstitotionis hnasmodi, 

9— y- i4.y.»'+v.<p«H h*<*^.«'" '^ vi»*) ' 

qaae transformatio (2m +1)" ordiois dicitor. In y^hnäameiM» no9i$ tkeoriae 
fmetknmm eUüpUeanrnT Cl. Jaoobi transformationem et terlii et qninti ordinis 
proposnit; hie transformationeni septioii ordinis offerinras. 
In libro laodalo eTictom est, aeqaationes: 

K+ ü"= (1+ x)A.A 

F+A(7= (l+xaj)C.C, 

nbi -4=:i+«.af+/J.a?'+-— +•.«• et C=l+a'.«+/9'.<t»+yV....+e»ar, 

alteram ex altera sponte seqai, riqoideoi CT et F ita deteraiinentnr, nt looo x 

posito — , abeat ys-p ^n -r — = r7i *ui^e dedodtiir: 



Ponamos : 

erit per aequationem {A.): 

Hilde nanciscimur, poaito ^x=^u, yil=sr et aequiparatis cofifficientibas ae* 
qaaliaoi potestatam ipsios x: 
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j I"' = /(irr)»" = ?!f-»" 



1 + « . « + 6'. «' + a'. «» + 6". «* + «". «^ + 6'" V + a'" . «^ 
= (l+aj)(l+«.aH-/?.«'+y.«*)* 
loeuD habere possit, habemus aeqoationes conditionales has: 

a - l+3a 

«' = o» + 2o./9+2/?+2y 6' = tt'+2a+a/J 

a" = lP+2tt.y+2ß.y b" = /9'+2o./J+2«.y+2y 

a'" = f *"' = 2ß.y+f; 

qai yalores in aeqaationibas (fi.) posHi, praebent: 

3. 1+2« = jji^-(2/3.y+A 

4. a''+2a.ß+2ß+2r = -jj^.04»+2o./J+2«.y+2y), 
5. /3'+2«.y+2/9.y = ^.(«'4- 2« +2/3), 

6. y* = ^. 
Ex aeqnatione qoarta et prima dedncnntnr: 



y^T' 



«• 



/9 = «».„>. «H-4^.(e*-K*); 

' qaibns valoribos ftoyeXß substitaUs , seconda et tertia aequatio (4. et 8.) 
ita transformantnr: 

, ; a.«.{«*.g'.(i>*-««).(a-iH))-(i>«+»*).(l-«*t>*)l 
* "*" ••.(l+i»).(l-iwO 

_ u*. \Bu\ g (1 ->« .t>*) - 4i>*(t>*- ««) + w . (t>*- «*)*} 
, g. {»*»*+«*)- 2. q-ü.e+it'.p*)) _ t>.(g*-M*)*-4M*.(l->.c).(g«-M*) 

onde snblracta altera aequatione ab altera, nanciseimar: 
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(«•-«*)•- 2»». »»(1 + «•.«')•(«»'-«*)'- 4«*. «*. (1 +•»*•••)••(«>*— •*) 

" "" . |8r^(^4^lV•)^-4«^l»^(^+ll•**)-*«**•(*+«••«>0'+«•(l+l«^••x«'+3«'•«>•^-•'■| * 
( -••(«•+€»•} 1 

8i vero in iisdem aeqnationibm (4. et 5.) Talorem ipsins a poiunns, qoi «z 
aequtione (3.> trahitur, simili calcalo eroimas: 

, it*.(u*-vy—2u.ci -\-u\v*-).(u*-9*)*'-4t*.n+u:»y.(u*-v*)) 

Per hos valores pro a et ß aeqaatio (5.) transit in seqnentem: 

(^V)4e•*--8l^^»"420ll^e"--8(7-8l»V^«•'+2(4^-^04ll•).ll•.e»•-«(7-W«•+^6«••).•«^•'• 

i4(5-68i»»+112i»'OV.«'»-8(l+2<)ii^64ii'0.i«e'M463-224i»*)««'.»''-16(10-ni»»)V.e» 

-8(34+121ii*).«*.»'*+16(22-61i»?+4i»'«)ji*.t>"-4(52-569ii»+52i»'*).«*.0" 

+^6(4-6illV22«•0.M^t»"•-8(l2^+34«l0.•l'^t)••+^6(77-^()«•)^^e•-(2a4-463l»•).•»^t>• 

-8(644^a0i»»+ii")'«»*'»'+4("2-88i»V10»'»)-«*.t»-8(l6-44ii*47«'*).ii».e* 
-2(10*-4iii«).i«"«>*+8(8-7i»*).««*'«*+20i»'».e*-8ii".i»+i»'*} « 0. 

Hanc aeqaationem post varia tentamina contigit in faeiore» resolvere se^entes: 

(1 -e») (ü'-4ii*.e*f OB*. ©♦-4ii».t>*+ii»)*.(t>*-8i»\e'+a8ii*.©*-56ii».»» 
+70i«*.e«-56ii*.©«+28«».e«-8i».©+ii*) « 0, 

qaod prodactam aeqaationeoi modalarem septioii ordinis contineat neeesse est. 
Yenun primos factor, relationis causa, qaae iater qoanlitates « et « 
posdtor, aeqaatio modalaris esse neqait, in factore secondo inest aeqaatio 
modalaris pro transformatione tertii ordinis, qaod ex forma elacet, qaam 
GL Jaeobi in Fund. noo. §.30. pt^. 68. Iioie aeqnationi dedit. Ergo tertiam 
factorem: 

T. t>'— 8i«'.e'+28»«.i»*-56i»».«»+70ii*.e*-56ii».»*+38i»*.e'-8i».©+ii* = 
esse aeqaationem modolarem pro transformotione septimi ordinis condadere 
possanos, qoae est gradus octavi, sicati e theoria generali aeqaationnm mo~ 
dalarinm fieri del)et, nee non immutata manet, tom, nbi e loeo h, loco « aatem 

« ponitar tarn obi — et — pro «et « seribimos. 

Aeqaationem propositam elegantiorem . formam indaere posse neminem 
fngit. Licet enim seqnenti modo eam scribere: 

8. (l-i^.(l-e«) = (l-n.e)' 
siye, posito: 

1—11^ = 11 —x.x' 
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riye: t 4 

qna ex forma correlatio elacet, qiiae inter modnlos et oomplementa inlercedit 
Fadliori negotio eadem aeqaatio per formolas analyticas probatar. Im 
formalis enim (6.) et (8.) $128. FmUl. mm. posito 11 = 7 obtineaiiis: 

X =: x^ » |8iii coam -=- •sio coam -s^-sin coam -y-| 



X' =. 



I A am -y- • A am -?-• A am -s-j 

eoDi yero sit: 

cos am II 

amcoanifli = -r 

Aamii 

emitor: 

Zw 4m &w 

^ ir.ir.coaam-s--co8am-=— cosam-s — f-x'.x' 

7 7 7 

lam, posito: 

aBi(a)=»a, aBi(6)=s/9, nm{a+b)^y, 

habetur formiila nota: 

ünde, posito K-a, K--h loco a, hy dedodlor sequena: 

co8a.co8/?.A;^— x'.x'.sina.aio/? = Aa.A/9.co8/. 
Hanc aeqaatioDem dacamoa in ^^y, aptecedentem in x\x^; snbtractione facta, 
cum Sit A^y—x'.x' = x^.eos^y, 

nanciacimnr formniam memorabilem: 

af^.coaa.cos/^.cos;" = Aa.Aß.Ay—x^.x^. 
Quam dedit GL Legendre {Fimet. EU. Tarn. IIL pag.iM.)^ de formnlia 
generalioribns dednctam. Hinc si ponimns: 

ar=:am(a)=:am(^), /9 = am(6) = am(y), ;' = am(a+6)»am(-y-); 
prodit: 

Q. E. D. 

Restat nonc, nt, ope aeqaationis modalaris coefficientes a, ß in formam 
concinniorem redigamns, et maltiplicatorem M determinemas. Est vero {Fmul. 
nov. §. 32.), pro casu n = 7: 

i# i# I A.(l— A-i).öx . I).(i — O-öu 



13. C OueUlaff, aequaüo madul. pro tramfarm. funci. MpL Mjpl. 

du 

Valorem ooefBdentis differentialis ^ invenimos ex aeqnatione (8.): 



du t<.(<--t<.py--p\(<~o 

qnae fractio, nmltiplicatis et nomeratore et denominatore per (1— ii.e)) ddnde 
posito valore ipsios (1— ii.e)^ ex aeqnatione (8.X trankt in: 

nnde deducitnr: 

T ,1(11»-. I,) 

Poaas in hac expressione pro nnmero 7, qnod licet*), 



ii.e.0-ii,e).(l-i»7e+V-O» ^ 

ant mnitiplicato et onmeratore et denominatore per (1— n.e), 

7 (ii ^O.(i>^-e) 

" n.e.Cl-iiey^Cl-ii.D+iiVD'y ' 

(e— uO" ' 

^'^* 10 M — ^'(^'^'*'<^)'(* — '*'<^+^*'0 

Qnod ad y, jam ex aeqnatione (6.) notum ^t: 

u^ 

11. y = ^. 

/ e 
Ut a delenninemns, esse scimns (Fmuf. Mor. $. 14.) 

rive, cum sit asl+2a; 



a ' 



Jf= * 



l+2a ' 

®'*^- 12 „- * 1 - «^ ti'(e^-^i>^) + 2a,e.(l- ii.e) 
"• «-^ *■" 2©' (l-.|i.f))(l-ii.i> + ii\5y 

Cnjns valoris ope ex aeqnatione (3.) deducitnr 

^^- P- 2r*(l-ii.ü)(l-fi.r + iiVO* 

Aeqnationibus (9.)) (10.)i (HO? (l^O? (1^0 omnia sunt data, qnae in trana- 
formatione septimi ordinis desiderari possint. 



•) Est enim identice: (1 — ii.d)^ = 1 — ii\e*— 7ii.i>(l — ii.e)(l — i«.i?+i»*.©*)*f 
quam aeqaaüonem nuper CK Lejeane Dirichlet in tbeoremate Fermatiano trao* 
tando prospere adbibait (v. boc Diar, Tom. IX. pag.390.) 
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14. 

Aequationes modulares pro transformatione fonctioiiiim 
elliptiearam et undecimi et decimi tertii et decimi 

septimi ordinis. 

(Änctore Dr. L. Ä. Sohncke Begiom.) 



V^ommentatione commotas antecedenle,. quam Dr. Goetslaff, quo amieo 
intimo utor^ mecom cominiuiicabat, in aequationom modolariain nataram ac^ 
curatios inquisivi; quo factom est, ot aequationes modulares pro Iransformatio- 
nibus ordinum 11, 13, 17 invenirem, quas bic addere Juvat Deducendi yero 
ratio, a praecedente omnino aliena, analystis mos offeram. 

Hae aequationes sunt: 
pro transformatione undecimi ordinis: 

(v-uyK(p+u)--'22u.f>ii+u*).(i^v*).{(v'+uy+4u\e\^^ 
pro decimo tertio ordine: 

pro decimo septimo ordine: 

Scr. men3. Jan. 1834. ad Univ. 



^mmmtatmmmi*'^*''^^ 
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15. 

Beantwortung der im Uten Bande dieses Journals 

S. 200. vorgelegten Frage. No.4. 

(Von Herrn Dr. F. Minding zu Berlin.) 



,, W eiche Form erhftlt ein yoUkommen biegsamer und gleicbmäfsig scliwerer 
^Faden, welchen die Oberfläche einer absolut glatten Kugel trägt, durch 
,,die Schwere, wenn die beiden Endpuncte des Fadens auf der Kugel be* 
,,festigt sind?"" 

Nach bekannten Grundsätzen der analytischen Mechanik erhält man 
cur Bestimmung der Lage eines biegsamen Fadens, auf einer gegebenen 
Fläche, deren Differentialgleichung in rechtwinkligen Coordinaten durch 

udx-^vdy + wd^ =» 
vorgestellt wird, die drei Gleichungen 

d(t^)+quds+Xds ^0, 
d(t-^)+qf>de+Yd8 = 0, 

d{t^) + qwds+ ZÄ = 0, 

wenn X, Y, Z die Kräfte bedeuten, welche auf einen Punct des Fadens 
wirken, und t, q swei unbestimmte Coefficienten sind, von denen der erste 
die Spannung des Fadens, der zweite den Druck, den die Fläche erleidet, 
anzeigt 

In dem vorgelegten Falle ist die Gleichung der Fläche 

und, wenn x und y horizontal, z vertical genommen werden, 

X^O, r=o, Z = g. 

Man erhält daher 

d{t^)+qxds=^Q. d{t^+qyde^O. rf(«^)+(ifZÄ+^Ä = 0. 

Multiplicirt man diese Gleichungen respeclive mit 'tz^ -^^ -^^ vnd 
addirt sie, so kommt, weil £b^='c(a?^+^^+<<«^ ist, 

ift+^ifz = oder f+^«==coDst. 
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Eliminirt man q ans den beiden ersten Gleichungen^ so erhält man 

>i(,^) = «,.(4), 

oder, wenn man t^--g{h+n) setzt, 

»<'(*+• w) =»»'(»+• 4)- 

Dieselbe Gleichung kann man auch erhalten, wenn man die Curve sncht, 
welche, auf einer Kugel befindlich, bei gegebener Lfinge den am tiefsten 
liegenden Schwerpunct hat, für welche daher das Integral f{h+si)ds (worinnen 
h eine Constante ist), in der ganzen Ausdehnung der Curve genommen, ein 
Maximum wird. Man erhält, wenn man x und y als abhängig von a be- 
trachtet, durch Variation dieser Functionen die Gleichung: 

Schafft man aus dieser, vermittelst der Gleichung 

x^x+ffdy = 0, 
die Variationen hinweg, so folgt: 

,<w.-^) = »«(»+.4)i 

wie vorhin. 

Die weitere Entwickelung ergiebt: 

woraus als erstes Integral 

(ffdx-xdfi)ih+%)+kd$ = 
hervorgeht, wenn k die Constante beseichnet. 

Zur weiteren Integration setse man a; = rcos^^ ys^rsin^; alsdann 
wird ydx--xdfi =: —f^dq>; mithin geht die vorliegende Gleichung Ober in: 

{h+»)r'dq> = kde. 



Femer ist 



daher 






folglich 



als Differentialgleichung der Curve eines auf einer Kugel ruhenden, gleich- 
mäfsig schweren, biegsamen Fadens. 
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16. 

De integralibus Abelianis primi ordinis commentatio 

prima. 

(Aoct Pm Richdotp prot matb. Regiom«) 



Introductio. 

vjlarissimiis Euleriis oomparationem quantitatum transcendentiuin oonten» 

tarum in forma: 

yr Pdz 

per eandem ipsius methodum peouliarenii qua ad comparationem himis« 

modi tfaoacendentiam: 

Pd% 



JV{A+2 



usus eatf investigatam in sexto sectionia seoundae institutionum oalouli 

integralif eapite expo6uit# Dum vero baee integralia ad functionea dr- 

oularea ao logarithmos reducuniur^ aeqae ac per illorum oomparationem 

algebraicam illustris functiomim eHipticarum tfaeoriae theorema fimdamen« 

tale exhibitum eat^ immortalb auctor^ illas ipmis methodos ad alias trana- 

oendentea funotionesi quae ab integralibuB ma^s complexia dependean^ 

extendi non posse^ pronuntiat Ipse enim in problematis ootagesimi bqIio« 

lion didt: 

i^FormuIae integralea magis complicafae, ubi poat Signum radicsle 

,ialtiores potestates ipsius % occurrunt^ vel ipsum Signum radicale 

,,aItiorem dignatatem in?oI?it^ hoo modo non Tidentur inter se com« 

i^parari posse»^ 

Idem in problematis ootagesfmi seoundi schoK L dicit : 

,y neque baee methodus ad alias formas magis complexas extendi posse 

fy videtiur ;*' 

et pauIo postea: 

y^ Pfeile autem patet^ huiusmodi formam 

f dz 

ßj bac metbodo traotari carte non posse ; si enim ooeCKcientes ita essent 
y^eomparatiy ut radicis extractio suooederet^ talis formula: 

OdU'f loanuü d. M. Bd. Xn. Hfi. S^ 24 
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r Bz 

,y prodiret, oiuus iotegratio^ cum tarn logarithmos quam arous circula« 
^^rea ioyolvat^ fieri omnino nequiti ut plurea huiusmodi fuuctiones al« 
^igebraice inter se comparentur/' 

Etiam Cl# Lagrange^ quomodo theorema Eulerianum amplificaret^ 
diu frnstra tentavisse fertnr. Per theorema igitur illustrisaimiun Abe« 
lianum primo summi Euleri investigatioDea de comparatione algebraica 
integralium, per aliam novam siDgularernque methodum sagacisaimeqno 
extensas ease iotelligimus. Qnod theorema vastum^ integralia omuram 
ftiDctionum^ inter quas et variabilem aequatio algebraica datnr, amplectens, 
ad yeram omnium integralium naturam iDrestigandam prima fundameota 
ieoisse videtiur« Ibi etiam ^ nt casus specialis ^ et theorema fundamentale 
functionum ellipticarum^ et eius amplificationes^ quas praeclari viri qoae« 
aivemnt^ continentur. Casum specialem illum ad integralia fbrmae : 

1 r PBz 

apectantem in trigesima yoluminis tertii commentiatione proposuit^ generale 
Aeorema in decima quarta yoluminis quarti conunentatione demonstrayit 
autor celeberrimus» 

G. Legendre defunotus^ in tertii tomi ipsius i^Trait^ des fonc- 
tiona'' elliptiques tertio Supplemente^ primus disquisitiones de integrälibus 
formae, luculentas in publicum edidit^ atque totam hano theoriam, ut ca- 
rum a darissimo Abel acceptum heredium posteris geometria grayissime 
oommendavit. Ipse loco dtato theorema AbeUanum denuo expomtum 
ad nonnuUa integralia specialis formae^ ut: 

V\i±af) 
adbibet) atque strenuissimo calcnio persequitur« Nuper yero denique 

Q. Jacobi^ totam theoriam ad baec integralia spectantem maxime pro- 
moyit« nie enim in trigesima secunda yohimim*slX. commentatione theo« 
rema AbeUanum apud integralia formae (1.) ad vulgares leges iundamen« 
tales integrationis aequationum diflferentialinm accommodayit^ cum aequa« 
tiones difierentiales in medio posuerit^ qnamm totidem integralia completa 
algebraica^ aeque ao relationes traosoendeotium^ per theorema ipsum ex- 
hibeantur. Tum yero in analogiam functionum trigonometricarum ar- 
ous et amplitudinis^ functionesi qoarum inversa integralia AbeBana sunt. 
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/v 



m analysio introduxit« Quae funcdones oum plures variabflea inyolyaii^ 
problema^ quomodo ipsae argumentorum bioominum algebraice per iuno» 
tiones^ quae ad singula nomina perdnent^ exhibeantur^ per tbeorema Abe« 
Iianum solufum esse demonstravit« Inde etiam sententia paradoxa Cl« 
Euleri de integralibus : 

dz_ 

supra citata^ facile expeditur» — In tEeoremate enim illo casu^ quo funi^ 
tio sub signo radicali sextum ordinem baud superat^ duabus relationibus 
transGeudentalibus inter mtegralia ipsa^ duae semper aequationes algebrai« 
cae ioter argumenta integraliam satisfaciant« lUae inde prodeunt^ quod 
numerator integralis primi ordinis quaiescunque assumit coefBoientes^ hae 
tales semper sunt^ ut duo argumentorum radioes aequationis quadrati» 
cae fiant| cuius coeiBcientes cetera argumenta algebraice involvant* Quo» 
ties igitur transcendentes illae uti apud Eulerum lociim habet^ simul e 
parte logarithmica et parte trigonometrica conflantur^ aoddit^ ut per duas 
illas aequationes algebraicas et pars logarithmica et pars trigonometrica 
in utraque aequatione transcendentaii seorsim evanescant^ ita ut una re^ 
latio inter logaritbmos^ altera inter arcus detur. E sagacissima vero 
obseryatione Eulcriana ipsa haec memorabilis altiorum transcendentium 
praescriptarum natura di?inari potuisset^ cum coniectum esset ^ si qua da- 
retur inter bas comparatio^ duabus^ non una eam aequatione confici. — 

Ceteris integralibus algebraicis magis compla^ae formae mflTimyfft 
ad partem missum factis^ huiusmodi integralibus: 

y» (Px)dx 

ubi per Fx rationalis quaelibet argumenti x functio denotatur, reducendSi, 
comparandis^ transformandis^ peculiari eorum naturae perscrutendaei abhinc 
annis quatuor et quod excurrit^ nos totos fere dicavimus. Hoc integrale 
aeque ac hoc; 



Fxdx 



ad quod illud plerumque reducere licet^ ad primum integralium Abeliano- 
rum ordinem pertinet, quippe quod transcendentes ad functiones ellipti- 
cas proidmas procreat. Ipsi Cl. Abel singularem operam, aldoresque 
dedicasse investigadones 9 ex ipsius epistola in vigesima ootava voluminis 
qnind conmientatione conununicatai concludere licet« 

24» 
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lam i^tm primum nobis proposiumus haeo integraliai quae bano 

fonnam indumit: 

Ä r Pxdx • 

^' J Vl{ji+Bx+Cx*){ji^+B,a:+ C, x'Xui.+B.ar+C, x^)V 

dam argamentum x inter quoslibet liiaites reales oontinetur^ ad simplicio- 
rem redigere formam« Posuimwi igitur tres footores triuomios 

^+Bar+Car% Ji + B^x + CiX^^ J^+B^x + C^x\ 
in lioeares factores reales dissolri posse^ atqiie per substitutionem: 

_ a + bz* 

integrale (3.) id formam: 

M f fp(z*)dz 

*• yv^[(i_*«)(i~x'x')(i-A'z»)(i— ^•«»)] 

ubi 4^(^) rationalem ipsins «^ functionem, atque %\ K% p? quos modulos 
vooamuSy quanticates, quae ^0 et ^1 sunt^ denotant^ duodecim trans« 
formationibus reduximus« Adnotare luyat^ CK Eulerum in ootagesimi 
seoandi problematis schol. L eandem substitutionem , ad integrale ellipti- 

oum in fordiam: 

3v 

V7J+Bp+Cp) 

conunutandum, commendavisse. Duodecim vero transformationes ita com- 
parataa esse demonstravimus ^ quarum per duas integralia (3.)» dum ar- 
gumentum X quolibet valore reali gaudeat, ad integralia (3.) reveniant^ ita 
ut noTum argumentum z^ inter et 1 oontineatur; integrale igitur (3.) in- 
ter quosVbet limites reales sumtum^ per aggregatum integralium huiusmodi: 

^ itf(z*)dz 

v[(i-*-)Ci-i«' *») ^ 1- k* z*) ti— f** *•)] 

obi z unitatem band superat^ exprimitur. Quam transformationem] in- 
tegralis (3.), ad generaliora integraba Abeliana sine ulla difBcultate trans« 
latam» una oum aliis disquisitionibus ac tbeorematibus quae adiieiendi ocoa* 
rionem babebimus^ in bac prima commentatione inyenis« Sub finem, 
quomodo integralia (4.)^ in tria genwa prindpalia di?idantur^ ad quae fono- 
tionibus algebraiois adiectis omnia oetera reveniant^ ezposuimus« Theo- 
rema Abelianum adhuc pro bis integralibus demonstra?imi]S| ut quali na- 
tura diversa genera disoemantur^ ostendatur» 

Per inventam enim aequationem quadratioami enias radioes duae 
argumenta duorum integralium^ et euius ooefBoientes ut oeterorum dato» 
rum argummtorum funotionea algebraioae dantuTi qoqppe ^piae aequatio 



/ 
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duarum aequationam algebraicarum ioter omoui argumenfa loomn fene^ 
omiiiuin trium generam iotegralia in binis aequationibos oomparantiir { m- 
tegralia primi generis formae: 

aine ulla funotione adiecta; ihtegralia seoundi generis formae: 

fimotione algebraioa inter argumenfa datay int^ralia deniqoe tertn generis 

dz 




funotione logarithmica inter argumenta data adieeta« Quae dtttra>utio in 
analogiam trium generum integralium ellqptioorum redit» 

Si eadem substitutio ad eos oasus applioatur, ubi unus vel duo fao» 
tores trinomii in fineares fiiotores reales dissolvi nequeaot^ huiusmodi 
oerte integralia adipisoi possumus. 

f ip(iz^)dz 

Jy[( 1—«») (1- X* O (M+JTz'+P**)] > 

r rp(z*)dz 

quorum illud per octo transformationes reales hoo per quafuor ezlubetori 
quibus abliibitisy dum argumentum x quolibet valore reali gaudet argumen« 
tum ^ inter limites et 1, binis pro eodem valore ipsius x^ reduoere li- 
cet. Si vero omnes tres illi fiictores trinomii imaginariis iactoribus gaiH 
dent, transformatio ne ad formam anteoedentem quidem per realem 8ul>« 
stitutionem fieri neqsit. Ad aliud igitur bis casibus confugiendum erat» 
Transformationis genus^ ut integralia generalia formae (3»), dum argumen«» 
tum X reali quolibet valore gaudet^ ad formam (4.) reducamus. Hoc 
per substitutionem irrationalem ^ theoremate Abeliano adiuti^ absolvimmu 
Qua adbibita^ integralia formae (3.) inter quoslibet limites reales sumta, 
qualescunque faotores trinomii sunt^ per aggregatum integralium formae (4.) 
quorum argumenta inter et 1 iaeent exprimuntur. Quam integralia di« 
yisionem primum apud integralia a Gl. Legendre traotata^ antea allata^ 
animadvertimusy atque perseouti sumus. 

Nuper denique inquirentibus nobis in praesoriptae transformationis 
naturam memorabiiem^ noTae atque quas diu firustra quaesivimus obvene- 
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runt mibstitutioDes irrationalefl, ab aeqiiatione quadratioa pendentes^ per 
quas inteKralia: 

^ r* {M+Nz*)dz 

/• V[(l- *•) ( l- 9c* *•) (1— A' z*) (1— II z*)] 

ad eandem ipsonim formam: 

/• VT(l-r*)(i-cV)(i-^V)(i-'«V)] 

reduximus^ ubi Dovi moduli deinceps maiores aut minores, quam veteres 
fiunt. Haec transforroatio rursus per divisionem integralis propoaito per* 
agitur. Inde sex substitutiones reales secundt ordinisi quao transforma- 
tionibus reah*bus seound! ordinis apud inlegralia elliptioa notissimis pe- 
nitus respondent, emanant. Quarum qualibet repetifa, modulis rapidissime 
ad Dibilum aut ad uQitatem decurrentibus, ad integralia oostra caloulanda 
prima atque levissima ria munita est, quam apud iotegralia definitum: 

r*_ {l\I+Nz*)dz 

J. V^[(l— x»)(l~x»z'j(l— A*x«)(l-^'0]> 

sine ulla integralis divisione persequi licet» Inde duplicationem integra-* 
lis propositi pendere, iam alibi adnotatum est; quam transformationibus 
apte ooniunotis, theoremate Abeliano adiutus inde deri?are potwis« 

Quae omnia, priusquam amplius aoouratiusque pertractata geometris 
in altera commentatione proponamus, in hoo prooemio breviter adumbrasse 
suffidat« 



I. 

De integralimn Abelianorum transformatione rationali 

in genere. 

Priusquam ad transformationera rationalem linearem int^ralium: 

y^ Fx^dx 
ViA^A^x^A^x"" etc. + ^, o?* } 

ipsam aggrediamur, quippe quae ad generaiiora integralia Abeliana faoillime 
exLtenditur, per superioris ordinis substitutiones rationales transformationem 
aimilpjn fieri non posse, demonstremus. 

Quem ad finem consideremus integrale generale: 

/ Fx.dx 

ubi brevitatis oausa posuimus : 
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Jf y f^ *Wf 

atqae ad quod integralia formae : / .. . f nominatore denominatoreque 



per v^((p^:r) multipUcatis^ reducuntur« 

Loco argamenti x rational! functione ipsiim y substitutai tramfor« 
mationem inde prodenntam rationalem nominemiui« lam vero in uby 
quae sequuntur^ de talibus transrormationibiis solis sermo crit^ per quas 
fnnctio sab signo radioalii prout nnmeros p par vel impar fuerit| ordinem 
pkam vel {p^lj^am band auperat. lam vero hoc tbeorema proponimus: 

Si numeroa/» nnmemm qnatuor superat^ atque aut =2 A aut =2^—1 
ponituri nee quantitatea constantes Co^ Ci eto» pecnliaribus conditionibui 

aubiioiaiitur^ haec una aubatitutio rationalis formae: a^ss ^3^1 datur^ per 

p^- — r, in integrale formae: 



f, 



tranaformatar« 



Demonatratio« 



Ponamus :9xb~^ ubi per ü^ et F^ (unotionea ipdus y integraa 
ordmmn yd ^ et ir vel tt et ^^ ita ut ^ ^ ;r assamatur^ denotamus« 
9ua fimotione in integrali / yif^ ^. aubstituta^ habemus : 

^ [B. F'-^- B, 1^* er + elc. + -ör Ü^^J VlCof^'+C, r'^'ir etc. +Cpt7T 

lam vero bre?itati8 caiua functionibus fy et ^^.p J introduotis^ ita^ 

nt ponator: 

A, V +A, r»"' U+^ic+A.U^ jr^ _ . 

atqde: 

neo non indiee ^.p ordinem in quem functio 4^ ascendat neoesse est, 
denotante, ex fbrmula ultima potestatibos ipsins (1.) fraotis omnibua in 
denominatorem tradaotis, ntroque oasu pss2h et p=s2h^^i segregato^ 
hao formulae evolFuntur: 
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miepatäms 









H • r 



I . « 1 1 t H I I ■ ( 



^ = ^+^ ia formulis (L) et (2.) in« 



imtioiialis ipsius (4.) in formula (1«) 
mnper 2(A foc^ io formula vero (2.)9 prout functionis V ordo vel ^ vd 
jr luerit^ ipsam vd 3A^ Tel (2A — l)^-f*v« Q"^ numennj» ut usqiie 

ad numemm /i cerCe dbnmiiatinv aut — ^-^ aot — | factores functio« 

nii ^'o^y Td ^»^(A-i>e7f toCidem ibi UDgqlos aibimet ipais aeqoales in- 
Teniaiiti neeeaae esl^ adeo ut aut /» aut p — 1 fectores sub ngno radkaH 

femuieant. Unde aot ^—t^ ^^ ^ 2~ ^^^V^i^^ oonditionnm inter 

ooefficientea ioiictionnm UfkV^ qnomm numerus ss ^ -}* * + ^ ^^ emer- 
gere ndentnr. Aeeedit Tero^ ot inde trea ooefficientea indeterminati : a 
^ssv ei^ doo^ ai fssar-f-1, moB, ai ^ s=v-|-2 es^ ezcqpiantur; idquod 

eo darum fit^ quod 

trodnotai ai f =«# nee numerus r^ nee numerus ^-h^H^l oommutetur^ 
et factores bini mter se aequalea etiam inter ae aequales maneant^ sin 
^s:« + l» ▼^ ^»* + 3f id^i^ effictatur snbatitutionibus : y^:^ßy\ et 
^ss ßy^ Ponamus igitar prknum ( =^ v« 

Functionaa ^^X et ^•^ca-«)>'|> ulraqne ordinis 2^^ reddifa» 
(^ — i)h oondüiones^ ne ordo 2A aoperetar^ auppeditantj unde deriratnr^ 
{f—t)h ooeffidantsa ÜDnedoDum U ^ F »a, eonstitai posse, «t afis ae- 
qiHitionibus safirfat — Uram aoeffieientium mmiaraa est (2f -f-i;— 3 
SS 2^ — 2, quibua ad aummom uti licet; ita ut hanc aeqoationem adipis- 
oamur^ ne indeterminatoram nometua datonm nunerom aupereiy esto: 

aive: ^^ 

(f-l)(A-2)^0i 

adeo uty si A>»2 est, ^ >1 esse nequeat» 

Ponamua ddnde ^ ^ r. 

Sire poniCnr: p^=i2k^ aimulque fanctio ^ aUerioi utrios ordinis: 
f Tef r, siTe assumttnr: p = 2A— 1 atqne fimotio V ordinis ^^ semper, 
ot ordo r usque ad 2A diminuatur, cum numema eoeflfaaentinm s=^4*^ — ^ 
sit, hanc conditionem habemus: 
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sive: 

(?-l)(Ä-l)<r; 

unde sequitur^ ai A>>2 tit, ^^1 esse Don posse« 

Contra si p ss2h — 1 atque F ordinis T assumihirj ^ et ar utro* 
que paribus vel imparibus positis^ conditionum numerus^ ne ordo fiinctio« 

ois sub signo radicali nuxnerum 2h superet^ fit sz^ — ~ )^+^^ — ^ ^^^ 
haec conditio derivatur^ esto: 

a ^S + ^—h 

aive; 

ita ut pro h^2^ si f^ir simul pares vel impares sint, f^l esse non 
possit. Altero vero casu, ^ /is=2ä — li et F grti ordinis, sed ^ et ^ 
alterum parem alterum imparem assumamusi conditionum numerus iUe: 

gg. \ "^ ^Qn-^-z — non integer est, hano ob rem, bao suppositione omb- 

sa, quaeramus numne ordinem functionis sub signo radicali ad (2A— l)tum 
certe redigere possimus; tum hano conditionem babemus, esto: 

sire 

(2Ä-3)(f-l)<7r, 

cui si Al>2 et ^>*1 satisfieri nequit. 

Quibus Omnibus coUatis, concluditur, si /'^4, atque f^l ponan* 
tur numerum conditiomun , quae, ut functio sub signo radicali band ma« 
ioris ordinis fiat, quam (2 h — l)ti vel 2Ati, stare debent, maiorem esse, 
quam ooefficientium in U et V ^ arbitrariorum numerum, ita ut una sola 

substitutis rationalis x s=s ^T^^ adhiberi possitt q« e« d. 



II. 

De transformatione rationali integralium formae: 

/' Fxdx nVxdx 

^{(pt^y J }r((f>Bxy 

Ponamus omnes factores lineares functionis (p^x reales esse, ita ut sit: 

1. (p^x = (x — ai)(r — a2)(ar— a3)(a? — a4)(a? — cp5)(a?— Oo)» 

Crciret lournal d. M. Bd. XII. Hft.S. 25 
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ubi quantitates ai, 029 (t^ etc. in serie decresoente stant^ ita ut diflTeren- 
tiae dl — (t2y 0^2 — Chi eto. positms gaudeaiit valoribus. lam itnam nos- 
tram siibstitiitioQuin , tibi conditioDum numerum evanesoere darum e«t, 
introduGeotes 9 ooefficientes arbitrarios Qy b^ e^ f^ ad formam integralis 
propositi : 

commutandam adhibeamus. Fiat i^*tur substitutione jr = ^ T / introducta, 
Fx = \i/y; tum habemus: 

a: — »2 — ——7—7 « 

etc. 
Quibus congregratis^ haeo formula emergit: 

2 f Fx.dx _ Z;^ {e-\'fy).'^y.{be^af)dy 

•/ VT^T^ — y\r((a-ea,)4.(6-/a.)j')....((a-ea.) + (6-/aJjK)- 

Quantitates vero a^ 6^ ^, / semper ita determioare licet, ut sex 
factorum lioearium novorum unus constantem valorem s= Cj , alter for- 
mam Cjj, tertius formam ^'3(1-7-7), ceterique tres formam C(l— *^j) 
induaut^ ubi C1C2C2 constantes fiuot^ atque /t^]>0 et <I1 redditur. lis 
enim sex quantitatum a^ quae tribus prioribus conditioiiibus satisfaciunt, 
deinceps per (ty, a^f (t^ denotatis^ habemus: 

unde sequuntur hae aequationes: 

1(7, C^ («11 — «»)(««— «tf) C, 

Formula igitur quaesita fit: 

C ^ ^M (tfy — gg) — «y fg// - «g)r 

uode deduoitur baeo: 
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lam vero ceterarum trium quantitatum a qualibet per a deootatai inde 
prodeunt hae formulae: 

»• ^ = (^) ^). 4 = «.-«• 

FiDgamiis vero nobis quantitates ai ^ os, , et o« in orbem inter se sequentea, 
ita ut a et a se excipiaot, quantitate iofioite magna poaitiTa seu nega- 
tiva interiacente. Inter duas igitur quaslibet ipsarum a duplum semper 
intervallum invenitur» Jam vero dioO| ut oonditioni c^^O et ^1 aatte- 
fiat^ quanfitatem a in eo intervallo inter a, et a^ contineatur neoesse esse 
ubi a^ non jaceat. Ciarum enim est^ formulam ipsiua c^ 

ut functionem ipsius a tractatam, cum quantitate a oontinue oresoente, 
ipsam oontinue crescere vel decresoerOi quippe cuius nominator et deno» 
minator funotiones lineares ipsius a sunt. Nonnisi pro ct^s^a^ bac formula 
in infinitum abeunte, et dum babeamus: 

deinceps 

d SS d^p OL s= tt^i a s= dfi 

redditOi iure concluditur, dummodo quantitas a in eo ipsarum a, et a^ 
intervallo contineatur , ubi a^ non inveniatur^ cobaerentem modulum c^ 
inter et 1 iacere, sin a^ et a in eodem intervallo contineantur, etiam 
cobaerentem modulum unitatem superare* Inde bae octo conditiones 
inter quantitates a^, a^^ a^, a^ in orbem se exdpientes derivantur, qui- 
bus onmes quantitates a, tribus a^» d^if OLy exceptis^ satisfacere debent, ut 
omnes moduli ^0 et ^ i fiant : 





.a^ > et > a„> aj VS> a^ > a 

Aut enim quantitates a^ a^y a^» a^ in orbem scriptae ita torquentur, ut, 
singula quaeque terminum fixum ±00 transgressa ex maxima fiat minima; 
aut quantitates a^ , a^ , (t, , a in orbem scriptas ita retro torquere licet, ut 
singula quaeque terminum eundem ±00 transgressa^ ex minima fiat maxima. 

25* 
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lam igitar qnaotitetet a^ , a^ , a^ ita digantor neeene ert inter sex 
quaDtitatei o, ut qoaeqae oetaramm eoiqaaiii eoodiüoDum praeBcriptarmn 
MthfacMt. U qoodi Doninn tut a^, a^f a^ mA a^f a^^ a, sme inteirallo 
per qoaatitatefl, a^ 029 clj^ a^f a^y a^ in orbem scriptas produoentes, adi- 
pisci ponsumot« Tum enim nonrnn tres quaotitafes a oeteras, ioter 
a^ et o, OOD mia cuid a^ inrenni in priori ordine per formiilas (^•)9 io 
altero per formulas (B.) intelligitur. Ut de magnitudiDe modulorum 
ctfiitfcjue tubsdtutioiiis oertiorea fiamus, formulae: 

{or — a^} (a^ — a) 

ut fuDCtioDis ipsius a conslderatae differeotiale primum sumamus^ quod erit: 

^g^ — gf) («r — gg) («r — g«) ^ ^ 

;gr — g^; «.g« — gj 

Hoc vero differeotiale pro oaaibus dasm (A.) u e*j ü a,y a^^ a^^ per se» 
riem ctn o^i o^^ a^^ a^j Oo proraum percurrunt^ dum quantitas a inter 
Oy et 0^ oonttoetur, semper ßnito posiiivo yalore gaudebit» Unde sequi- 
tnr functioDem c\ dum a fai ipsius iotervallo, ubi a^ non iaoe^ ab a^ us- 
que ad a, migret, ipsam ab 1 usquc ad oontinue decrescere; si enim 

decrescere desineret, etiam differeotiale -^ positiro yalore gaudere desi- 

oeret# Eodem modo idem differeotiale pro oasibus classis (£^.)i >• e« ^ 
(L^jd/ijO^ per seriem iUam protious perducuotur, dum quaotitas a ioter a^ 
et a^ oootioeturi semper finita negativa Talere gaudens^ iodica^ ibi fuoc* 
tiooem c^p dum a io ipsius iotervallo^ ab a^ usque ad a, migret, ipsam 
ab 1 usque ad decrescere« Ergo in utraque cbssi modulus eo maior 
es^ quo propius cohaereos quaotitas 0^ io iotervallo suo a^ — 0^ ad quao* 
titatem a^ acoedit 

Ex iis, quae praemissa snot^ sequitur, io dassi (^•) semper licere 
pooere: a^s=a^o ^e = <^/<4ii modulosque tres^ k^| X^, /l^ Tocatos, fore 
ex formula (8.): 

^g^l — g^+l/ V g^ — g;^fl'* ^iM-i — g^iM g^— g^„+i/* 

, _. / g^— «Ai-flN / «//-t— g,M^\ 

^ Va^-i — g/i+i/ N g/i — g/i-H / * 

atque : 

io ctassi vero (B.) pori posses t^aesa^i^i a^sa^^i^ a^sa^^ modulos- 
que tales esse: 



ft% 
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atque: %»>X» 

dummodo loco ipsiiis ao+% semper a^, atque loco cl^^ semper Oq^ ponatur. 
Jam vero uos ad argumenta x et y convertamus. Habuimus ez 
formulis (5.) et (6.) 

unde videmus functionem y eandem esse argumenti x^ quam -^ ipsius Oi 

ita ut X cum a oommutato^ habeamus jrss=-7. Hino sequitur^ pro dassi 
{J.)f cum Sit: 

dum argumentum o; hos valores induat: 

tt/i-lj Ä^> ^/i+lf S+2> ^/H-3> ^iU+l> ö/i-ll 

II ^argumentum (1.) bis valoribus gaudere: 

n ^ 4 4 1 j. 
«f 0* 1# jpri -jif ^t +oö; 

atque^ oum differentiale ipsius y : 

in quoque sex intervallorum ipsius Xp a^^^i — a^^ ^^.-.^^^^1 eto#, aeque 
ao ipsum y continue cum mutetur^ adebque valore negatiiro gaudeat| etiam 
argumentum y in ipsius intervailis continue crescere, dum x deorescat* 
Eodem modo pro dassi {B.) babemus: 

•'^ («/i+i — a^) VT — a^l^|.2/ ^ 7 Va^i — CT/ Va — CT^+i/ » 

unde sequituri dum argumentum x hos Talores obtineat: 

Ä^a> tt/i+i> *iMf */i-i> *iu-a> ^'/4«9> tt^+« 

lo ^argumentum 7 hos induere valores: 
^ 111 

? 
atque^ oum ipsius ^ differentiale^ 

-s (^A«4-i ■^«/«) (^/'M-^ ~ ^A<) (<*/>+t ~ ^/<+^) 

in quoque sex intervallorum ipsius x aeque ao ipsum y continue cum x 



»f 0, 1, -jr, -ji^ j»> +<»• 
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mutetur, adeoque positiTO valore gaudeat^ etiam y io ipsius intervallb 
retpoodentibuB oontioue oresoerei dum x cresoat« 

Quae cum Ita sinti pro olassi {A.\ in formulis (4.) posito: 
habemua : 

Eodem modo iu formulis (8.) looo ipsius a: a^2 9 ^-^zy ^/^-h» ^°* 
tfoduotia naiieiaoimur et formulas (0.) et has, looo C: Ci, C^^ Q^ posito: 

lam vero looo ipsius y argumentum r' introdueere plaoet. Quo facto fit : 

Ex formulis (13.) fit: 

17- (e+/y)(Ae-a/)rfjr 

B\ formulis (13.)> (14.), (15.), et (0.) sequitur: 

(o— ^a^+,) + (6— /a^+i)jr = (a^ — a^j)(a^t— a^i)(l — *'), 
(c-ea^^) + (6— /a^+5)jr = (a^^— a^OC«^ — ai.+j)(l— ^'-'), 

Quibus formulis in (2.) substitutis habemus: 

19. fy. Z^iiL 

ubi quanlitas a^ quaelibet quaulitatum a est, aequationibus (IS.) relatio 
intor X et c^ determioatur, aequationibus (9.) moduii x\ K\ ft% exprimun* 
tur. Limitea erunl: 

|S- = ->.,= 0, =1, =-, =p, =-1, « + 0C. 



18. 



lA. Richelotf de if^igralihus Abeliatäs prind ordinis e€mm. prima» 105 



Pro classi (JB,) vero ponaraus in formulis (4.) ^ = »^2 — a^t ar = a^,i+aj 
a^ =s a^ , unde eadem ratione ac autea adipiscimur, loco ipsius x substituto z^ : 

(^+/r)(Ä^-«/)5r 

Formulisque (10.) adiuti. habemus: 

(a^ea^) +(Ä_/a^) y = (a^+i — c&^)(a^^2— a^) (1—«'), 
(ß— ^a^,) + (Ä— /a^.,)y = (äh-«— »^(«am-i— a^-i)(l— «'A 
(o— ^a^.2) + (Ä— /a^»)y = {a^^.2— a;,)(a^+i— a^O(l— A^'), 
(ö— ea^3) + (Ä— /a^)/ = (a^4.2 — s)(a;i+i—a^j)(l —/»'«'). 
Quibus formulis in (2.) introductis^ habemus: 

y2 Fx.dx 
V"l(a- — a,)(a: — «,)(a? — a,)(x— «JCar — cif,)(a? — aj] 

iibi rursus quantitas a^ quaelibet quantitatum a est, aequationibus (21.) 
relatio inter x et >s% aequationibusque (10.) moduli x^ A^ ft^, determinan* 
tur. Limites erunt: 

IX = a^+2 > = Ä^+i * =* ^^ > = ^/*-i > *=^ ^A*-* > ^ Ä/i-3 ^ =^ a^+2 
^r= — oo, =0, =1, — jr> — 37> ^' ~^ 

Si loco indicis /a et in classi (^.) et in olassi (B.) ponamus 1> 2^ 3, 4, 5, 6, 
sex utriusque olassis transformationea acoipimus, quas in sequentibus tabn- 
lis exposuimus. Ibi in prima singulae cuiusque substitutionis serici omnes 
utriusque argumenti cobaerentea limites, in secunda formulae ipsae^ in 
tertia Factor: 

in classi {A.) 
jU _ 2 ((«^1 — «H- 1) -^ («/« — g/^-f ^*) 

in classi {B.) 

j^ _ 2((a^— g/142) -(«;i^i— tf;,,n)z ') 

in quarta denique serie moduli «% >^\ m\ ubi x^A>>fi est^ leguntur« 
substitutionum qualibet adhibita, nandsoimur: 
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signo superiore pro positivo, inferiore pro negativo ipsiiia r yalore, adhi'- 
bito. Inde etiam transformationes iotegralis: 

\r[(x-«0(x-a.).-.(x-a,)] 

in praesoriptam formom derirantur. In aequatione (24.) enim ifAm Fx 
looo : 00 Fx positoi nee non a^=s — oo^ &cto, quantitatibusque infinite par- 
TIS omissisy nancitGimur: 



^ß /• ooFx.dx r Pxdx 

^^* y VT(«-a.)(a-a,) • .. . (x-a J(x+od«)1 "/ TT [(a -aO(x~a,). . . . (x-a )] 

unde sequitur in formuüa tabulae aequenlis nonnisL o« = — oc ponamui 
neeesse esse^ ut duodedm int^alis (25«) transformationes acoipiamus, E 
mitesque argumenti x fore; 



<»*; <hf 02, C(39 ^> <>•# — oo 



2 

• 



Classis ^» 



(«.-«.)+(a.-a,)*» ' ^— Va»-a,/Vx~a,/' 

K-a.)irt(a,-aJ(a.-«.)(o.-«J(a.-«J]» 

^ = _ = +oo«=:0 =1 =^=^=pj 

« _ c,(a. — g,)— g.(g.— a.)g* j__ ^«inüiN /•j.nE'^ 
* — n^:=g.)-(g.-g.K * "^-^ V«.-a.^Va,-x;» 

^ __ 2((g. — g.)— (g«-g.)<' 

(gl— gjVKg, — g,)(g, — g.)(g. — g.)(g,— g.)' 
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(c, — oj — (o, — «»)* Vo, — o»/ Vo,— «/' 



ilf » 



— 2y—l((a, -«,)-(«. -o«*) 



(o, — o«) V[(a, — «,) (o, — «,) (o,— «,) (a,— aj] * 






(g, «») — (g4 g|)** * '»« «»' ^«i *'* 



M 



— 2((g.-g»)-(g.— g.).g') 



(«.—«.)v'[(«i— «»)(»«— «.)(«.—««) («.--04)3* 



X» 



SS ( "«""M ("»-"«« > X' = ( "«~M f °l •" "A u' STB ( *«~°* \ (»t — M 

V«, — o./Vg»— «,/* Va, — o/V«, — a«/' '^ Vg,-r<»,/\g, — o«/* 



P ^ OCg ssr o(| ss: Olj ^ C^ '^^ ^4 '^^ ttj -* Ale 

(«« — c,) — (a, — o,)i' ' \g, — o,/\g, — ac/ 

(«« — o,^ V[(o, — g,)(o, — g.)(g,— «.)(«,— «.)] * 



X* >/ U* ! 



X^ 



^ ^ 2((«.-«>)-(at-00 



«w^ 
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Classis S. 

9 SS Og ^ 0,1 S5S 06} SS et) ^ ttt ** tts = Otj 

I«* — -jj, —1 __u «s+oo — ^, — jr — 

ü t= -2y-i((o.~«.)~(a.~«.)z«) 







"^^V =1? =^ =0 = + *' =i^ =F' 



»» 



(«, — «,) — («, — «,)«• * \o,--a,/\x— a/* 

«« — 2 ((«,-oJ -(«.-«,-) z' 

"" («. - «.) V[(a. - aj («. - «.) {a, - «. ) (a. - «.)] » 

|d? = Ctg = Äi s= Oj = 03 = 04=05 = 0^1 

in. / 2 1 1 1 < n - 2 > 









••=e^)c^). ^■ =e:Ef:)c^ )> '•■=c^)(=if:i:) 

10? = OCq s=s Ol ^ Ctj = A3 2= A4 = Ob CSS Oq 

^^ = +00^=_=:^=-=l =0 =±CC'(* 

_ gi(«4 — O — «4(g4— «i)^* ^a_ / g4 — «t N/ a? — a,^ 
(«4— «•) V^[(«4— «•) («1 — «•) («• — «f ) («.—««)] * 
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IX SS. Ot^ SS Ctl =(£3^^C&3^0t4SS=C^ SS (Xg \ 

^._o -X«.»-* ~* -* -1 -ol' 

(«. — «.) + («. — «.)«" * \a,— o,/V«, — «/» 

jpi __ - 2 V- 1 ((«. - «.^ + («. - a ,) z*) 

(«. — a.)VL(a, — «»)(«. — «.)(«! -a.)(«4—«.)]* 




VI. 

(o, — «,) — (a, — a,)z» > \«,— o,/\a,— «/» 

j)^«. 2((a,~a,)-(a.-a,)z«) 

(«9 — «.) V"l(««—«.) («, — «,)(«, — «») («.—«.)]' 

,»=(^vzf!.)(f!iZif£), x«=(fiiif[i)(«..z:i^), ^^=:(^ii:ii.)(?s^i^). 

Intenralla^ m quibus argumeati x valor versatur, ita distinguamusi 
ut vooemus: 

respective primum, seoundum, tertium^ quartum, quiDtumi sextum inte- 
gralis propositi intervallum; aeque ao interralla valoris argumenti z^ in 
biino ordinem reducere placet, ut vocexnus: 

2 i\ n 4 4 *" * * * * 2 

_oo— 0, 0-1, i — -.y 1^— Tii T*—]^y ;;i^-"~» 

respective primum, secundum, tertium^ quartum, quintum, sextum inte- 
gralis noFi intervallum. Quibus positis ex antecedentibus hae regulae 
facillime deducuntur. 

Ätum integralis propositi intervallum in (A — M4-l)tum intervallum 
xti integralis classis (A.)^ et in (x — Ä4-3)tum intervallum xti 
integralis classis (B.) commutatur, ubique multiplis ipsius 6 
omissis aut additis, ut numeros positives adipiscamur. 
* Imo, /itum intervallum xti integralis classis (A.) in (A-f-x — l)tum 
integralis propositi^ atque //tum intervallum xti integralis dasais 
(B.) in (x — Ä+i)tum integralis propositi rediidtur, ubique 
multiplis numeri 6 omissis aut additis« 

26* 
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CoaSetamm mSbae, ut has reguhs breil in oompectu ponamus, has 



iabnlast 



Intenralla Iprius x 



12 3 4 5 6 



fiunt iotervalla integralb 



28. 



atque interTaUa integralis 



nti 
initi 

ilVtl 

vti 

Yki 
Iti 

nti 
iinti 

IVü 
Vti 
VIti 



1 

6 
5 
4 
3 
2 

3 
4 
5 
6 
1 
2 



Intervalla 



suIwtituUoiiiB olasB. {J,) 



29. 



sulMtituUoiiis olass. (6.) 



I. 

II. 
111. 
IV. 

V. 
VI. 

I. 

11. 

mJ 

IV. 

V. 

VI. 



fiunt: 



fiunt: 



2 
1 

6 
5 

4 
3 

2 
3 
4 
5 
6 
1 

1 

2 
3 
4 
5 
6 

3 
4 
5 
6 
1 
2 



3 
2 
1 

6 
5 

4 

1 
2 
3 

4 
5 
6 

2 

2 
3 
4 
5 
6 
1 

2 
3 
4 
5 
6 
1 



4 
3 
2 
1 
6 
5 

6 
1 

2 
3 
4 
5 

3 

3 
4 
5 
6 
1 
2 

1 

2 
3 
4 
5 
6 



5 
4 
3 
2 
1 
6 

5 
6 
1 
2 
3 
4 

4 

5 
6 
1 
2 
3 

6 
1 

2 
3 
4 
5 



6 
5 
4 
3 
2 
1 

4 

5 
6 
1 
2 
3 

5 

5 
6 
1 

2 
3 

4 

5 
6 
1 

2 
3 

4 



dassis i^-)» 



classis (B.), 



6 

1 

21 

3| 
41 

5 

4 

5, 
6l 
1 
2 
3 



intervalla 
integr. 
propos* 



intervalla 
integr. 
propos. 



Inde Tidemns int^ralia dosdem numeri in utraqoe dassi memora» 
bili gaudere natura, ot ^aomm seounda baud minus quam quinta inter- 
valla ad eadem integralis propositi intervalla reducantur; eodem modo 
dngulum quodque htam dasais (.</.) et (h-\-2)tum dassis {B,) integrale 
ea proprietate gaudent, ut ipsorum tertium non minus quam sextum intow 
rallum ad eadem reduoere liceat; ttnguli d^que cuiusque hti dassis (A*), 
et (A4-4)ti classiB (B.) integralis primom aeque ac quartom intervallum 
ad idem int^ralii iwopositi intervallum deinoeps redeunt» Has binas 
transformationes eiusdem intravdtt Tooabimusi et easdem eiusdem semmdi 
nve quinti, dusdem tertii dve sestiy duadem ptimi dve quarti intervdii 
transformaüones dngulas nominabimiB* 
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Contra htum singulum olassis (A.) et (h -|- l)tum olasus (B.) inte- 
grale^ eodem modo ac Atum olasBis (^•) et (^-}*3)tum olassis (B.)^ iieo 
Don Atiim classis (j4.) et (A-|-5)tum classis (B.) talibus bma interFall^ 
band gandent, quae ad eadem integr. propositi interralla redeimt» 



De duodecim transformatioiiibus fandamentalibns integralisx 

(^+Bf)dy 



f? 



r[(i-/)(i -«v)(i -'^y)(i -mV)] • 

Ex 118^ quae hucusqne ezpo&ita sunt^ integrale praeBcriptum doo- 
deoim substitutionibus ad sui ipsius formam fiäoillune reducere pottiumus« 
Quas duodeoim transformationes 9 in duas rursus elasses^ prout noTum 
argumentum simul cum y cresat^ aut y eresoente decresoit^ dmsas, toti 
de integrali proposito disquishione fundamento ess^ videbmius* Ponamui 

igitur, ut eas eruamus^ y^ ^ — in integrali praesoriptOi ita ut fiat : 

{A+By^)B y '^1{B+Ax)daf 

lam vero in formulis (19.) et (22.) ponere opus es^ ut termimmi aeoun« 
dum ad praesoriptam formam reduoamus: 

aA = <X)% (£as=l> ttt = ^% a«s:A% a^zss^/^^ Oo^O« 

Fx — "^^^^ (B^Jx). 

Quantitate a^ minus deineeps ai^ Oz^ a^^ (t^, a^, Oo designantOi adipüstf« 
mur per formulas, quae ex (16«) derivantur; 

»ex transformationes cbssis prioris huius'formae: 

o. / u+Br^)ar . - A (^.+B.^')az 

ubi babemus: 

Moduli tres per aequationes (9.) dantur« 
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latn vero quautitate a^ deinceps quantitafes oti, o^^ aj» OC49 (£59 Oc 
dcsij^Qante, ex formulis his, quae ex (21.) derivantur: 

sex alterius olassis traosforinationes adipiscimur eiusdem formae (27.)9 ubi 
babemus : 



(«ei — «/f+2) V"[(a^ — «^+2) («/«-i — Ä/i+i) (»/<+» — «H-0 (^i"-5 *" ^f-^O] ' 

Moduli tres ex aequationibus (10.) sequuntur» 

Pro limitibus integralium animadirertendum est, dum argumenti y^ 
tndor bo8 valores ioduats 

— ooj yf$ i> ^j jtf -^> «) , 
argumenti «'^ valores in dassis {j4.) transformationibus deinceps fore: 

\ «^ — «u-i Aa^^i/* V «^ — cr^^i /* \ Of^— a^+i /Vi — a^-i/* 

/ g^^i — g^-fA / «' — «/.\ / g^-i— g^4.A / A» — g^\ / g/i-i — g/i+iV ft' — « /i \ . 

V g^ ffyM+l / ^^* — «/4-1' ' V «/* — «ll+l / U* — g«-l/ ' V «^ — g^+l / V* — «Al-U ' 

atque in classis (B.) transformationibus: 

e ^ — tt>.^-A /g;i+l\ / «^ — tt|,42 \ / «;,— g;,+A /l — g^4-A 

^ g/i+l ' V«/i+2 ' ' >«/4 g/4+1/ * V«^ — «^1/ Vi «^+2/ ' 

/ g^ — g/i^A / X* — g^-H\ / «^ — «;4+2 \ M* — tt/i-hA / g/i — g/i^-2 \ / ^* — g/r+ A 

Vg^ €lffk-l^ ^X' g/H-i'' V«^ »/i+1^ VA* ^ «^1+2/ ^ VcT/»— g^i/ VA* g;,+2/ * 

quippe qui valores ex formulis secundis (30.) et (32.) derivatis cum 
semper^ etsi in alio ordine scriptis^ congruant necesse est: 

1 A ± ^2 

In sequenti tabula denique, priusquani in naturam transformationum fuD- 
damentalium penetrare velis, brevi in conspeotu omnes inirenis positas« 
Ibi in singulae cuiusque transformationis scrie prima Umites^ in secunda 
formulae substitutionum ipsae, in tertia denique integrale novum legitur. 
Brevitatis causa haec signa introduximus. 
xj=l-x\ Äj=l— Ä% fiJ=l-A*% Kl = y}^h\ ,il^x^—,i\ fLl = K'-li\ 

Classis ^. 



^% 0, 1, -5, -jif --ä, c»\ 



/ — 00 -^U — - 1 — 2 — 2a — TV 



oc 



X* J* 1? ' 



00 
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2)3 



n. 



III. 



/ «= i», i» = y\ 



y' = — oo' sO 



-1 -1 - * -± 



OO' 



1 



1» «• 1 



*- x; 



t 1 1— r* 



^ "~ 1 — Xji«» Xj 

V— t /^ [^(l-x:s')+B]az ^ 

''*' yj/[(l-*«)(l-^z»)(l-^x»)(l-x:z«)]* 



— V— t 



^ = -oö'=0=l =1 = *=1 =00« 



X* A* jtt* 



A!x 



_i _^:/*j_^> 



«-i/'i 



^ — n """TT XOO V «—1 — ^ 3 » „ t — 



« 



J''^:;! 



1 _ -i^ -» 



1 — 



h-('-.-TI'')+8('-^'-)]ä 



X^, 



-'■/»/i(.-.-)(.-ü.0('-'i5)ö^F)I" 



IV. 




f**^ f*^ ^^«^i 4-^5 n 



Ff»» 



A*i 



t 



i^l v-i 






* X*( * 



/*Jx» 



r 

1 


A^' 

A 


1- 





/»; Vi — X'>'V' 









[.,.(._J^..)+.(._«,)]a 






n<'-")('-^-)('-i-)(«-,1|'-)]" 
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^V V[c,-..,(.-?;.-){'-^^-)(-?r^:.-)j' 



VI. 



l/ = — 00» s=0 =1 

1 



I«'=0 






/='(•=-). ^= 







I. 



Classis B, 




oo' 






oo 






25 



i A> [^(l--i{»t«)4.B(l~z«)]af 



II. 







1 



1 



^ =»•) 



xJA* 



1 ' 



1 Zi.^« 

X — TT-». 







1 



1— 
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y-i r 



h'0-rl^^0+»('-$^0]5 



ni. 



n<'-M^-'r-)('-^")(^-'^.")] 



[y« = — oo« =0 =1 =rl- = jL=l. —CO« 
l' X* A' /«• 

[*^ — xi)? — i; — xiTZf -^ -^^ 



- 1 f^l^H* 

4. CO i=r s— r 

+ Alu» 



^xM 






1 Iz^ 






» ~ /*; Vi— A'jy»/» 



^7 ^[a-,.)(i_^4?i.-)(i-ii.0(i-,^«0]' 



IV. 




= — oo*=:0 =1 =— = * = — 

A*i f*l f*l *• 

a 



oo" 



*?=+»» 



oo 



1 — T-rX* 



f 



^(i-/*y), 



-r- 



f»»/* 



.* y 






i/[(^-''>0-.?g-)(*-x%-)(-^.i-)] 



V. 



y^as^ao' =eO =1 x=— z=: ~ =s 



l«* = 



.« 







• « ^ 



/*V 
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«* i* ^* 




*i ^1 f*i / 

^ T=l?> ^ 1— ^*> 

'^~Vn(i-z*;(i-f*;z»)(i-A:z»)(i-x:z'}]* 



Integral!« novi limitibu« io eandein ordinem, quo infegralis propo- 
stti limites gaadenf) redactis, ita ut intenralla 

— 00% 0, 1, «^j r^, ^, oo* 

respective primum^ secuDdum^ et integralis doyi mtenrallum yocemus, ea- 
dem theoremata^ quae antea apnd integrale geueralius (27.) attulerimus, 
easdemque tabulas (28.) et (29.) quibus^ quomodo intervalla bioorum inte-» 
gralium sese excipiant, clanim fiat^ apiid has traDsformatiooes fundamen* 
tales valere facile penpici potest« lam vero primum inde de formiilanim 
duodecim DomiDatoruroque integralium novorum forma, qtiippe qiialis per 
tabulam comprobatur, cerlior fies« Integrale enim novo posito, ut antea: 

_ f {A, + B,z})dz ^ 

deinceps in dassi A. habebimu8| ubi y^ simul cum i^ ovesoit : 



33. 



VI. ;,' = ij(i^), ^.+B,*» = _5Q^t-^M'x* + B(l-*»)]. 

Eodem modo in dasri B«, ubi ipso /* orescente^ 4^ decrescit, erit: 
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34. 






** 



^,4,B,«« =5 _y—i[-^(i _,»)+««•]. 



Nomioatorum igitur förmig deinoeps ita Ruppositis; 

jl, fe M-«". |I-cV, fi-/*«*, fl-mV, 

videmus Atam formam oominatoris integralis propositi, oommutari in. 
(A — it-f-l)tam btegralis iti classis ^«^ et in (k — h-\^4)t9Lm formam 
integralis itti classis JS» Imo hta forma kti integralis olassis ^. in 
(h-^-k — l)taro^ aeque ao Ata forma kti integralis classia B. ia (k — /i+4)« 
tam integralis propositi formam nominatoris rediicitur« 

Deinde vero thoremata de limitibus, in (27.) enuotiata adbibeamus, 
ut, quomodo transformatioDes fundameotalibiis ima ex altera deriFentur, 
disquiramus. Ponamus hano ob rem formulam: 

-j _ a + hz^ 
^ ~ c + dz^^ 

jF/tam aut classis A. aut dassis B. esse; iam Tero integrale Htae trans- 
formationis alteriusutrius classis ut integrale transformaadani tractemuSy 
ita ut ponamus ibi: 

quae prima formula JTtae transformationis alterius utrais classis est, ubique 
loco i|>Horum x% K\ ii\ integralis huius modulis introductis. 

Indo ad novum integrale , inter duodecim iam contentum delaba« 
mur nncesse est. Iam igitur qua tio oritur^ quotumnum sit. Ata substi- 
tiitione in Hto iutegrali introdueta, integrale noirum« Quae quaestio^ bis 
tbeorematibus solvitur: 

Si in Ilto integral! classis ^.^ iTta fornuila classis ^. vel classis D, 
introducitur^ (^H-^K — l)(um classis A. rel classis B. integrale adi- 

27 • 
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pisGUDor« Imo, a in Hto iotegrali classis B. iTta formula classis ji. rel 
dasm Bm introdacitury (H — Jr-{-l)tum dassis B. Tel dassis A, integrale 
oritor« Ubiqoe moltipla ipsios 6 omitfantnr ant adiidantur neoesse est, ita 
nt nameri {H-^-K — 1) et {H — Z-f 1) positivi dn^ nee numemm 6 superent« 
^oae tbeoremata ita demonstrantur. 

Ex formulis: y^ = ^T]^^a > et x* = *']|] '\ , qoantitaie «^ elimi- 

Data nanciscaiDur jr^s= ^"'Tj'^z f V^^f quota utrius dasds üt, inveoien* 

dum erit» Argumento v^ in hto intenrallo integralis quaedti^ =Xti^ cre- 
acente vd decrescente^ argumentum s? in (A-|- JT— l)to rd in (Jr^A-|-3)« 
to integralis suppodti creacere, prout seeunda formula J^ta classis A. Tel 
dassis B. fuerit^ ex tbeor. (27.) sequitur. lam Tero loco integralis pro- 
podti^ primum //tum dassis A. ponamus« Guus in (^ + ^ — l)to Tel 
{K — A-{-3)to interFdlo argumento z^ erescente, argumentum y^ in 
((Ä + JT— l) + £f— l)to Td in ((i^_Ä + 3) + f/— l)to integrdis propo- 
siti crescet. Inde sequitur^ argumento v^ in hto interrallo J^ti integralis 
classis ^« Tel cU»sis B. crescente, argumentum jr^ in (f/-|-ir4-A — 2)to 
Tel {H'\'K — A-f-2)to intardlo integralis propodti crescere. Ergo habe» 
mus, ex theor. (27.) 

Ä=://+lf+Ä— 2— X+1, Td: Ä=JC— (f/+i:— Ä + 2) + 3j 
unde sdqiuturs 

Haoc ob rem^ 

dum: jr^g=g ^T^^^ f ÄHa formula priorn dassn est. 






Ata formula Tel prioris Tel dterius dassis est^ 

erit: y* = ^^i^i^, (H+JT— l)ta Td prioris Td alterius dassis. 

Tum Tero loco integralis propositi: //tum integrale dassis B. sub* 
stituatur. Argumentum / in (//— (iT-fÄ— l)+3)to Tel (H— (JT— Ä+3)+3)* 
to intervdlo decrescet, dum ipsum n? In ih'\'K — l)to Tel (Ar«-i&4-3)to 
interTallo Hti Integralis oresdt Inde sequitur, argumento v^ in iito intern 
Tdio Xt\ integralis dassis B. Tel olasais A. crescente, argumentum y^ in 
(//— if— Ä + 4)to Td (//— Jr-f.Ä)to integraUs propodti interTallo cre- 
scere. Ergo ex tbeor: (27.) habemns: 

X-(H— Z— //+4) + 3 « A Td H— iT+Ä— X+1 = Ä, 
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unde sequitur: 

Dum igitur : y^ = ^T .\ ^ Hta fol^mula olassia S eatp 

atque: s^ = ^''/"/\ , JTta formula olassis ^ Tel dassis F, 

erit: y^ =^ ^''T^"^z 9 (^ — Jr+l)ta vel secundae vel prioris dassis 
formula, " " ^ ^ ^ 

Quae theoremata docenti aut ex secunda aut ex sexta transfoxw 
matione classis A^ omnes eiusdem classis una ex alia deduci posse« Alte« 
riu8 classis J3« transformationes indei qualibet dassis B. transformatione 
adhibita^ demaDtur omnes« 

Eodem modo omnes daodeoim transformationes ex binis dassis B« 
mutuo se exdpientibus deducere licet, ut ex VI. et L^ I. et II«, IL et 
VI., m» et IV«t IV. et y.^ y. et yi. Inde denique transformationum 
nostrarum modulormn natura et origo detegitur« Invenimus enim^ theo« 
rematibus nostris adiuti, modulos (Ä-f-l)tae et (h — l)tae transformationis 
dassis j^mf cum modulis Atae eiosdem classis quos x\ X% ft^ nominemus, 
ita cohaerere, ut habeamus: 

hos: 1— fi\ ^a > ~Xr^* 

Eodem modo apud binas transformationes eiusdem secundi sive quinti 
intervalliy quae in tabula nostra, eodem utriusque dassis numero gaudent^ 
modulis alterius per: x\ K\ y? significatis, alterius moduli erunt: 

, x^^fA^ X» — ;i» 

Transformationes vero binae eiusdem primi sive quarti Intervall! , quarum 
altera in classi A. numero h gaudet, altera in classi B. apud numerum 
A -|* ^ legitur, tales erunt, ut alterius modulis £= x^, V, (ji? positis, alterius 
siut moduli: 

Tum denique Atum integrale dassis A^ et (A-f-5)tum classis B.^ quippe 
quorum intervallo secundum et primum mutuo commutantur tales modu- 
los habebunt, ut alterius positis : %\ A% ii\ moduli apud alterum sint : 



iUost J3J5, ^-^, 1— x'; 
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1— fi% 1— X% i—x\ 
Haeo de transformationibus fundameDtalibus integralis 

^ yv[(i-r*)(i-xv*)(i-A'r*)U-MV)]' 

attulisse sufficiat« 



IV. 

De integralium Abelianorum diversis ordinibus atqae 

trausformationibus fiindamentalibus. 

Integralia huius formae generalis; 

y ^ ■ . Fxd x 
Vl^A^A^x-^A^x^ + etc. -f Ap arP)] 

prout numerus p mutatur, prorsus diFersa natura gaudere^ ex theoremate 
eeleberrimo Abeliano eluoet. lüde etiam fluit^ cur nostra integralia^ quae 
hucusque tractavimns integralia Abeliana primi ordinis nominaverimus^ 

ratio satis diluoida. Intogralibus vero /^*r~T Abelianis primi ^ seoundi^ 

eto, ht\ ordinis nominatis, prout numerus integer ^ vel ^7" valores 3^ 
4> • • • C' + 2) induat^ integralia : 

ad quae integrale Ati ordinis reduci potest^ dummodo (PpX in faotores 
reales lineares dissolrere llcet^ ad integralia hi\ ordinis referuntun Quippe 
quam reductiouem breviter adbuo exponamus. Integrale igitur proposi* 

tum sity si tti^Oa ••• » ^c^a+4 assumitur: 

y ^ • FxBx 
ir[(a:— aj)(x— a,)....(a: — OjÄ+f)]* 

Eodem caloulo praemisso , quem pro A ss 1 accurate exposuimus^ 
invenimuSy si per a^ qiiamlibet quantitatum a^ atque per a^^i proxime 
sequentem^ per a^^i proxJme anteoedeutem significamus^ posito: 

(««-1 — a*.+i) — («^ — a;,+i) Ä* ' " V a^ — a^+i Ax — a^_i/ ' 

fore: 

jjj /• Px^ar — /L M.iffz^dz 
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« 

ubi ponendum est : 

*5>4.i = C^T ) ( V/^^'^l ' 

va^u-i'^a^+i/ \ a^ — « .+2Ä+2 ' 

Habemus hio: l>XA>9e3>6to« >X2;i4i>09 atque hos limites argamen« 
torum; dum argumeotum x his yaloribus gaudet: 

argumentum s^ hos valores induit: 

— 00% 0, 1, -5, . . . . — — , +<x>*. 

Si looo ipsius (t^ ponamus deinceps »i , Oi , • . • • OsjkM > (^^"h^) transfor- 
mationes classis A. nanoisoimur« 
Eodem modo, posito: 

ad eandem aequatiooem (35.) labimtir, ubi vero ponendum erit: 

* Va^2 — a^' Va^i— a^i-d/ ' ^a/«+2 — u/J >a^+i — a;4-2/ ' 

^^* >«^2 — «/i/ Va^+l — «yu-2Ä-l/ 

Habemus nirsus: l^Xi^9e2^*««*'hA+i^O; dum argumentum x hos va* 
lores percurrit: 

argumentum «^ hos valores induit: 

-«', 0, 1, ^, .... ;^, +«>'. 

Looo ipsius a^ posito deinceps ax > as » • • • • a2;k+4 > (^ ^' "h 4) transformatio- 
nes classis B. oriuntur. 

Ut easdem transformationeS| quarum numerus =4A-(-8 est, pro 
integral! eiusdcm ordinis: 

r Fxdx 
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adipiscamur^ in integral! 02;^^ = — >oo% atque Fx::z ooFxf unde qoantita» 
tibus inCuite parvb omissis, nancmdmur (4A-}-8) diversas transformatio« 
nes integralis propositi« 

Intenrallis argumenti x: 
dih^ . . . . tti , tti • • • • o^ ^ etc» ^ffik^ • • . • c^^^ ^ 

atque argumenti 9?i 

deinceps primo, seoundo eto. nominatis, theoremata ^ qüae numero (27.) 
allata sunt, faciliime ad haeo generaliora integralia extenduntur, tabulae- 
que similes construuntur^ ubique nonnisi loco numeri 6^ 2^-}« 4 subatituto. 
Eodem modo 4^4-8 transformationes fundamentales int^ralis: 

derivantur, quippe qnarum substitutiones , nna cum modalisy adhue pro- 
ponimus in hao tabula: 

Classis A. 
j jlnterr. ipsius y: 1, 2j 3^ « • • • 2A«f 4.) 
(Interv. ipsius z: 1, 2, 3, • . . • 2Ä4'4«f 

IVfoduli: »J, xj, xSk+i» 

U (Interr. ipsias ^: 1, 2, 3» . . . . 2A + 4J 
jlntenr. ipsius «: 2A+4, 1, 2, .... 2^ + 3.) 



/v 



Moduh.j^, ^, .... _J. 



j jtntenr. ipsius f: 1, 2, 3, .... 2^+4. \ 

{interv. ipsius x: (2Ä+6— i), 2Ä+7— /, 2A+8— i, .... 2A+5 —/.( 

Mn^..i:. /x?-,— x g-i\/ xiL,-x? \ / X»-,— X?-i \ / x!Li— x.V \ 



• • 
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Off im [IxAerr. ipsios y: 1, 2, 3, .... 2A+4.J 

^loterv. ipsios js: 3, 4, 5, .... 2. ' 

xJa ' \ 9th -^^x?A+i— 1/' \ «Ja -^^xJa+1— xJa-i-' 

ow, lY jinlerv. ipsius y: 1, 2, 3, .... 2A+4.J 

'Interv. ipsius z: 2, 3, 4, .... 1. ' 



JS = 



X2A+1— ** ' *— «&+l3f* 



.* ••*. 



X, XiA 



Classis B. 



. (Interv. ipsius y: 1, 2, 3, 4, .... 2A+4.| 

4nterv. ipsius ü; 3, 2, 1, 4. ^ 

,_JUV 2_JLiV 

Hoddi: ^, i!t|l ^ 



|. jlntenr. ipsios y: 1, 2, 3, .... 2h+4.\ 
^Interv. ipsias «: 4, 3, 3, .... 5. > 

» ~»:(i-x;)-»:(i -»;)»*' ~M-»;Ai_x;yV* 



. jlnterv. ipsius y; 1, 2, 3, . . . . 2A+4.| 
(Interv. ipsius »; 1+2, t+l, t, .... $+3. ' 

„2 _ (x<L2- X?) — (xjLi -- xjLQ»* ^ / tf,2-xjLi \ l~x?y' \ 

* ""xJLi(aciL2-x?)-xKarf.2-xJLi>' ' * ""^ x/Lj-x? / l-ic^,y»>'* 

^ x/^t— xjLi ^/^ X?— x<Vi ^ 
^ x;--2— ' x< ^ N x<-.i — x<+i ^ 

CreUe's Journal d. M. Bd. XII. Hft. 3. 28 



214 iß- Riekelotf de itUegralibus Abeüanii pHmt ordinii comm, primti. 



• • • • 



2Jr4.IIL 1'°*^^^' V*'"^ y- ^' '^ ^' . . • . 2A+4.| 

jlnterv. ipsius 2; 1, Q^^ 5, .... 3. | 

Moduli: ^, ^ 4^4.1- 



211 ,|Y (Inlerv. ipsius y: 1, 3, 3, .... 2A+4.; 

jlnterv. ipsius ü; 2, 1. 6, .... 3. ( 



► 1 V.« 



2__ * ^2_ y 

iModuli: 1— ^^ä+m 1— ^2A9 .... 1— xj. 



Has transformationes per idem Iheorema, quod apud mtegralia primi 
ordinis demonstravioius unam ex alia derivari, dummodo ubique loco numeri 
6, 2A+4 ponalur, facile intelligilur. 



V. 

Quomodo iutegralia^ hucnsque tractata, inter limites reales 

quaslibet contenta^ per aggregatum integraliiim formae: 



f. 



]/[(l— Xisin'amai.sin'amti) (1— ;fJsin*am2Äsin^aiiiii)] 

exprimantur. 

Ex iis, quae praemissa sunt, elucet, integrale 

39 /' Fxdx 

argnmento x inier a^ et a^^, versante, per aptam classis A sabstitutioneni 
quae per formulam (34.) exhibetur, ad huiusmodi integrale 



*»•/:■ 



ubi argumenii s valor iinitatem haud superet, reduci posse; moduli per aequa- 
tiones (35.) dantur. Eadem ratione integrale 

y'** Fxdx 
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per formulam (37.)) in eandem illam formatn transrormatur, ubi modali per 
(37.) dantur. Vix adootandum est, has binas transformatiQnes, quas eiusdem 
secundi intervalli nominaveriiDus, esse, atqoe in tabula apad integralia nostra 

sub eodem utriusque classis numero stare. Quae com ita sint, integrale 

y'** Fxdx 
V t^[(«— «l)(«— «f)- — («— «2Ä+0] ' 

ipso X in intervallo a^ et a^^i iacente et per integrale (40.), et per inte* 
gralium 



• • » • 



aggregatam ita exprimi posse, ut argumentum novum <C 1 sit, apparet. 
Ponamus igitur z = sinam(ti^;r|), atque quia 1 >* Xi I> ^2 > 

x^c=:;f^sinam(ai,;^i), x, = ;tf, sin am (a2 , ^i), . • . . ^2A+i==^t«inam(a2A^jf4)f 
Habemus igitur: 

du = 



y[(i-o(i-^'0] ' 

atque: 

y"** Fxdx 

•/ • y [(1 — X J sin* am a, 8io*amti)....Cl-^x*sin'amii2A8in*aiiiti)] ^ 

^^j _ /^ »,(8in*amp).at) 

•/ • y[(l — xj8in'coama2A«in'aiiio)....(l -^x^sin'coama^ 8in*ame)] 

/^ Vfi(gin*aroo).5o " 

"C/ • y[(l— xj8m'coama2;»sin'amo)....(l — x*8m*coama^8in*am«)] ' 

Illic habemus: 

hic : 

8in'am(f), x,) = (.g5^)^5^;)==8,Vcoam(ii, x,). 

^^f^_ «^fl_x« «^1 ~ ^ positum est. . 
lam yero inde integralis propositi evolutio duplex in series oonvec-» 
gentes secundum sinus anguli == ^ multiplomm comparata est. Si enim 
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fonaola 

y (sin* am« ) 

V[0 — *I sin'ain a^ •io'am v) ... .(1 — xj sin'am a2AAm'amii)] ' 

tut: 

Vf*(8iD*amo) 

^[(i — xj sin' coam (hh »in* am ©) . . ..(i — 9c*siQ*coatD a, Bin'am ©)] ' 

per theoremata functionom eliipticarom in series convergentes secundnm cosinus 

multiplonini anguli y- aut ^ dissolnta sit, bis seriebas per du multipliealis 

alque integratione facta, series desideratas adipiscimnr. 
Inda denique Sequilar, cum integrale 

/" Fxdx 
' •[(*— «I ) (^— «2) • • • • («— «2*4.4)] ** 

ubi Hl et n valoribus quibuslibet realibus gaudent, ad aggregatum integralium 
formae (39.) reducatnr, eliam hoc integrale per aggregatum serierum, quae 
secnndom multiplomm anguli dati sinus progrediunlur, exprimi posse. 

Adiiciamus adbuc de transformätionibus eiusdem secundi intervalli apod 
inlegralia primi ordinis notam, ad utriusque moduios spectantem. Cum enün 

per utramque integrale 

/"^ Fxdx 

ad formam: 



• •[(i-0(i-«'0(i-*'0(i-;»'0] 



reducatur, in ntra modnli minores sint, quaeslio oritnr. lam vero obtinemns 
alterius transformationis modnlis x^, il^ fi^ positis, prout habeamus 

aut: l-x'>(l-il')(l-.ii»), 

aut: 1-«' = (1-A'){1-A^'), 
aul: l--x'<(l-i')(l-A^'), 
alterius moduios Ultimos deinceps aut minores aut eosdem aut maiores fore. 
Porito enim: 

i«x'|(l^;^)(i-^'), 

erit: 

ilye: 

^9 „1 ^^ »'*— 1« 



M» «» ^^ «^ 1* ^^ 
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qnibus conditionibas, cum ,_ ^ , ._ , ultimi alterias sobstitationis modali 

sint, qaod erat demoDslrandam , demonstralam est. 

lüde adhoc Sequilar, at novi moduli ^ et m^ minores fiunt, quam V 
et fi\ fore: 1— il^<|/(l — ;r^); si enim i — i'^^^ii—x^) esset, etiam esset 
l-^^>l^(l-.x^), unde sequerelur: l-;c'<(l~i^)(l-^'). Dum igitur A' 
inier iimiles x^ et (1 — >^(1~«')) conlinelur, m^ inier et 1 — y'Cl— x') iaceat 
necesse est. Ergo si fi^ ipsum quantilatem 1— 1/(1— x^) snperat aut aequat, 
per substitutionem eiasdem secundi inlervalli minimus modulas m^ inter limites 
et 1 — }''(1— ;f^), atqae secundus P inter limites m^ et l--y^(l— x^) redncitnr. 
Eodem modo, si At'<l-]/(l-;r') alque i*>l-|/(l-;f') alque l-x'>(l~iL'XlV) 
fuerit, »' intra limites et l~]/(l-x') alqne P inlra A' et l-^Cl-x") dimi- 
nuuntnr. Unde faciUime diiadicari polest, ulra Iransformalio integralis (39.) 
praeferenda sit Si enim habeamus: 

Iransformalio eiusdem numeri classis {B.) minores suppedilabit modulos. 



VI. 
De tribuB integralium Abelianomm cuiusque ordinis generibus 

principalibus. 



Integralia nltraelliptica, qnae sopra in hanc formam: 

fp%*d% 

•L(i-O0-«!O(i--«;O-.Ci-*lA-jO] 



/p 



rednidmus, fnnclione tp^^ alias aliasqne indoente formas, band innnmerabilia 
transcendentinm genera distincla constitnunt, sed in certa quaedam genera 
principalia, qnippe e qnibns, algebraicis fanctionibus additis, omnia cetera 
eiasdem ordinis componere licet, dispartiri possnnt. Primnm simplicissimumque 
genas integraliam Abelianorom hli ordinis orilur, si tp»^ ut fonclio rationalis 
integra Atom ipsins js^ gradam band saperans assnmilur. Cuius generis inte- 
gralia per qnamlibet sabslitolionam nostrarnm formae 

^2 _ •» + »»' 
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ubi coefficientes ex superioribus capitibus desumi possunt, in eandem ipsorum 
formam revertuntur. Integralia eiusdem ordinis, ubi tpz^ aut integra functio 
saperioris ordinis, aut fracta est, simili proprietate gandere non videntar. 
De qua re priusqnam amplius disseramus, integralium Abelianorum primi ordinis 
reductionem generalem ponere velimus. 

Functio rationalis tpz'^^ denominatore in nominatorem duclo, ad aggre- 
gatnm functionis integrae et fraclae, cuius nominatoris gradus deiiominatoria 
gradum haud aequat, reducia sit. lam vero per methodos notissimas fiiQetfo 
fracta illa in fractidnis simplices resoluta sit, quae hac forma gaudeanl: 

N 
1 •^'^ 

ubi constantes N et m^ quemque valorem realem imaginariumve habere 
posaunt. Inde darum fit, has duas generales integralium propositorum formas 
remanere: 



('- =.»•)• 






|/[(i - O (1— X*»*) (1 - ;i'a'y(i -f*V)] » 

et 




•d qaarum aggregata omnia cetera primi ordinis reduci possint. lUam formam 
per 2^*^ hanc per Y^^ denotemus. lam vero hie qoaestio oritur, qaot et 
qdnam nomeri m et p sint , at ad Z^") et Y^^ cetwae cnnctae f anctiones 
simües, algebraicis fanctionibns adiectis, rednoi possint. 
Ponamns hanc ad finem in aeqnatione identica: 

fudY+fvdU = UV, 

U= >^[(1 -»')(1 -*»»') (1 -Ä'a») (1 -/i'i'y] = A8, F= »»— ^ 

Evolvamns vero, ante snbstitationem inlrodoctam, quantitalem IP tA dignitates 
ascendentes ipsias SP, ita ut sit: 

m = 1-(1 +A)8'+(Ai-B)»*-iB+C)i'+C»% 

4. 

abl positam ett: 

C = x».A^/^^ 
Tom habemos: 
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= (2iii-7)[Z<— *>-(!+ y4)Z(—'>+(^+ B)Z(—'>-(Ä-{- p)Zt«--i)+cZt-'], 
alqae: 

Qnibus formulis congregatis, baec aeqaalioDem idenlicam adipiscimar: 

1. »*— V» = (2iii-7)Z<— *J-(2»i-6)(l+^)Z(— *> 
+(2«-5) (A+B) Z(— 'J- (2m-4) (Ä+C) Z«— »+ (2«- 3) CZ^'K 

Qaae formula docet integrale Z^*+*^ seroper per integralia Z^% Z^">, Z^>, Z^^>, 
et algebraicam ipsius x funclionem exprimi posse, h quoqae valore integro 
positive gaudeute. Derivalur eniin ex formula praemissa baec, si m t= (4+^) 
ponatur: 

^' ^ - (5+2*) C 5+2* C ^5+2* C ^ 

3 + 2* A+B y(A4.2) I 4+2* J+C y(\4.3), 

5+2** C ^ "^'5+2*' C ^ ' ■ 

unde darum fit, Z<^> per Z(^+*\ Z^*+*>, Z^*^*>, Z^*> exprimi posse, ita ut 
numero * senaim diminuto ad Z^^^ Z^^^, Z^^^^ Z^^^ revenire liceat. Adootenms 

etiam, integralia Z^"*^ quae sub forma Y^ ut speciales casus, ubi JV = (-— i) 
et ~i = oo ponitur, continentur, etiam per quatuor illa integralia exprimi posse. 
Ponamus enim fii = 3 — * in formula (1.); tum babemus: 

unde darum fit, indicem * usque ad diminui posse. 

lam vero ad reductionem functionum Y^''^ transeamns. Ponamus: 



tr= »^'[(i^(i+.4)ä'+(^+ä)«*-.(b+c)»^+ Cj5«)] = «^«, 

inde fit: 



K= (1-i.,')" 
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sive: 

lam vero nominatores formalaram (4.) et (5.)» quippe qui rationales 
ipsius ^ functiones integrae sunt, in seriem finitam ad dignilates ipsiiis 

(\ — \^ progredientem, evolvantur. Quam ad finem, priori nominalere per 
f^ denotato, habemus: 

/^C,') = /(«')-«'._JÜ-/"(«')+«*— j-^/'"(«')_etc., 

ubi per ^(m^, /*"("*') functiones derivatas ipsius f^^ quantitate s' ut variabili 
assumla, atqae loco ipsius «^^ quantitate m^ substitota, significamus. Factte 
videmus nominatorem formulae (5.) esse =s/"(x'); nee non habemus: 

A«») = »»-(l4-^)«*+U+Ä)m«-(5+C)iii'*+Ofi"', 
/(m') = l-2(l+^)m»+3(^+Ä)«*-4(Ä+C)»i''+5Cb», 
/"(m») = -1.2(l+^)+2.3(^4-^i«'-3.4(JB+C)»*-4.5Cb*, 
r'C«*) = 1.2.3(^+Ä)-2.3.4(JB+C)m»+3.4.50»i*, 
/"^(»«) = -1.2.3.4(B+C)+2.3.4.5Ci»', 
^'(m*) = 1.2.3.4.5C. 

Qaibns formulis adhibitis, ex aeqoatione identica: 

fudV+fvBU = UV, 
hanc adipiscimur aeqoalionem : 

Hinc denique hanc generalem formulam reductionis derivamns: 
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6. 20 — l)ri— (l + ^m« + (^ + B)m*— (B + C)m«+Cm«]rP> 
/ (2/» — 3)[I— 2(l+w^)w'H-3(-^+B)TO»--4(B+C)/7i«+5Cm*jr^^> 
1 4- (2/» — 4) [(1 + -0 'w' — 3 (-< + B) TO« + 6 (B + C) »»• — 10 Cm»J rp-^> 
_ /+(2/»-5)[(^ + B)m«— 4 (B+C)m« 4- 10 Cm«] y<P-') 

^.(2;,— 6)[(B+C)m*^5COT«JY('^)+(2/>— 7)Cm«r(^'+ ^'*'' 



Qua formula osteDdifur, si /i>2 ponatur^ T^^ semper per functiones T 
€iiin miooribus indicibus^ idoDea functione algebraica addita^ exprimi posse. 
Si usque ad /i=2 perFenimiw, r'> per r^'\ r% 'P''^ r-% r-^) expri- 
muntur^ quarum quatuor ultimae Cacile ad functiones Z^% Z^% 2!^^\ ZP^ 
reduci possunt. 

Quae cum ita sinty omnia integralia Abeliana prima ordinis ad has 
(unctiones 

2y\ Z^% Z^% Z^\ Y^'\ 

üve ad haeo integralia: 

redaci posse^ clare demonstratum est« 

Adiicianhir adhuc hio formulae in generali tbeoria haud snperFa« 
caneae^ quae ex aequatione (6.)^ ibi primo termino ssO positO| atque 
/^ =s 2 facto^ emergunt, Habemus enim bis positis : 

l_(14.^),7i* + (^ + ß)/?i*--(ß+C)m*+0/?i« =a 0, 
siye 

(1— ;7i»)(l— m^x^)(l — m'X^)(l— mV') = 0. 

Inde sequuntur hae suppositiones^ ut primus terminus evanescaf, aut ; 

dp * ' 

tnm enim fit 

«üt: 

1, aut 171* = -j, aut m' = jj, aut m* = — . 

Inde, fimctionibtis Z^\ Z^'\ Z<% Z' loco ipsorum 1^% 1^-*^ rt-% r-») apte 
introductis, ex aequatione (6>) has formulas memorabiles deriramus: 
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^' J (1— *»x»;J* 

(4^_i<£+2+iC)z»-(^_|.)H 

/ 2^1+^.3(^+8) 4U+Cf) . 5C\a_ 



"• / 



/ 2(1+^) 3U+B) 4(B + C) . 5C\- 



(1 — ^»*»)^z 

Quae formulae dooent, integralia fonnae 1^', quorum parameler —^ vel 

uni modulorum^ vel unitati aequus est^ vel in infinitum abit^ semper ad io« 
tegralia formae Z^*^^^ Z^*^» Z^^^^ Z^^' algebraica functiooe adiecta, reduci posse. 

Jam vero^ ut distributionein inlegralium propositorum definiamus, 
ad illam quaestionem generalem reverti licet, ad quaenam integralium for« 
maa delabamur^ duodecim nostris substitutiooibus fundamentalibus in inte« 
gralia fonnae: 

introductis« 

Has enim duodecim aubstitutiones formae : f^ = '^ ; ^^^ - in quinqoe 

iUis fbnctionibusy ad quas omnes oeteras reduximusi adbibere debemos« 

Quo fiictOy »tegralia y-ji^ et / ^-j-^ in bano formam abeont: 
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J 1^ * 

/*«* dz 

loti^ralia vero J -^ — : in horom commnfaiitar integralium aggregatum: 






^j^f bano formam induunt: 

n(A+By^)dy . O Mdy , n Ndy 

J ^r ■V(.+i^.)"-'rAi+f /•)*''/ 

quorum integralium seoiindum per methodos expodtas ad talia integralia: 

J ^y V ^y v(i+x^)^r 

~-^ per hoo 
aggregatum : 

exprimatur^ ubi A^ By C, D, N oonstantei determinaodaei atque fy ftino» 
tio algebraica est. 

lutegralia denique ultima f- ^ — , per huiusmodt i^regatum 

exprimoDtur: 



/ A+By*)dy . /> Ndy 



lam vero ex arta (33«) et (34«) eapitk tertii Tidemus, quautitatem — -^ 

10 Omnibus duodeoim substitiitionibuSy Vel modulum novi integralis» vel 
s=l, vel =0, vel s=oo fierij ita ut integralia formae V^\ quae apod 

/z^8z /*z*dt 

—j- atque / -y— proyeniant, ex formul» 

draemissis (7.), (8.), (9.), (10.), (1 !•), «^ integralia formae Z^, Z^'\ ZP\ 2Pi 
reduci possint« Habemus igitur has reductionesy si duodedm substitutio- 
nea adhibeamus: 

Integralia formaey j^ * > qualibet substitutione fundamentali 

fecta. in eandem formam redeunt. 

29» 
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Int^ralia fonnae / — ^^ j ' ^ > qiialibet illarum substitutlooiim 

•dliibita^ rediictionibus factis ad haec lutegraKa reveniiint^ fuDcUono alga- 
braioa adiecta: 

J Jz '^J Jz 

Integralm fonnae A ~ — ^ qiiaiibet substitutione fondameotali 

introducta, in huiusmodi iotegralia aheant: 






Sempar igitur ad tria genera iotegralium reducimur, quae etiam 
pronus divena natura gaudere^ eodem modo ac tria genera integraliam 
elliptioorum^ Tidebimus« Yocemus igitnr primum genus: 

secundum eenus: 
tertium geous; 

abi quantitas c constans quaelibet est» 



vn. 

Theorematis fundamentalis expositio generalis. 

Quam distributionem ex natura integralium AbeUanorum enianar«, 
tfieoremate Alieliano fiindamentaU demonstratur , qiiippe quod hio ex- 
ponamus« 

Huno ad fioem has fuoctiones int^as ipsius x alteram pareoi^ 
alteram imparem assumamus: 

i A^ + A,x'+ etc, + ^.ap^% 
"• \B^x + B,a^ + etc, + BpX^S 
olramlibet functionem, per &ix denotemus, alteramqne per O^jr« Deiode 
functionem (1 — «^(t — x'jf')(1 — X*x*)(l — fi'dp^) ük duos factores pares 



16» Richelotf de iniegralibus Abelianis primi ordinis camm. primOm ^2 5 

<(>iX et (PiS: discerpamufi) ita babeamus: 

laon vero dico fuDctioness 

(0i^)'(<Pi^) et (02xy((p,x) 
eiusdcm ordinis ipsiiis x esse uon posse, quia numerus quo differentia 
ordinum ipsorutn (Gixf et (ß^xy exhibetur, formao 4ir + 2 ^^y dum 
diflPerentia ordinum functionum (p^x et (p2^ divisore 4 gaudet« Hanc ob 
remi &iX ut eam ambarum functionum (12.) assumere Iicet| qua ordo 
ipsius {9ixy<PiX maior quam ipsius (02^)^ ^2^ ordo reddatur« 
Tum pono productum hoc: 

14. {Oixfcp.x — ie^xyp^x = Fx^ 
in factores formae x'^ — x\ dissolutum esse^ ita ut habeamus: 

15. {e,xf(p,x—{ß2xy(pr,x =s J{x''~xX){x'—xX)....{x''—xl) 

ubi A quantitas ab x non dependens est. 

lam vero coefficientibus J^^ Ay etc. atque B^y B, etc. ut functio« 
nibus unius vel plurium variabilium independentium , quas y^ z etc« vooa^ 
mus^ tractatis^ contra x\ K\ ii\ ut constantibus, radioes Xi , x^ etc. functio« 
nes quautitatum jr, z etc* fore darum est. Illustrissimum igitur theorema 
Abelianumi ad nostrum casum specialem restrictum, ita audit: 

,9 Quantitatibus x^ X2 etc. ex aequatione (15.) determinatiS) bae 
i^relationes trium transcendentium Iliy 112 y n^ valebunt: 

f i/Tx Xi + ^2 ^iJP2 + etc. + Bf, n^x^ + C =c 0, 
iiJIiXi + €2112X2 + etc. + B^Il2X^ 4- C = ü, 
fxJ/jjTi + $2 ih^^ + etc. + if^n^Xf, + C = ^, 
99 ubi C quantitas constans est^ quae nee cum quantitatibus yy Zy etc. neo 
i^cum coefficientibus J^y Ay etc. B^^y By etc. mutatur^ v rero functio al- 
^^gebraica et ^ functio logarithmica earundem quautitatum vel coeffiden- 
^^tium^ tum denique €iy f 2 etc. =+1 ^el = — 1 bis aequationibus deter- 
yy minantur : 

In producto enim (14.) loco ipsius x^ prima radicum aequatio- 
nis (15.) ^=sx\ introducta atque per ^yO^x^ et iyB2^i bis functionibus: 
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apte denotatis^ ex (15.) haec aequatio deduciturs 

iilque buiua differentiale partiale, dum x, ut functio ipniiia y traotatur: 

Bio vero formulis, quae ex aequatioDibos (16.) fadllime dedueuntur; 

tiibstitutis^ atque utroque termino per ^1 — ^j.F^Xi.Jxi diFisoi naiKnsdmur: 
Sin poBamus: \ m / \ m / 

Je {i — ^\jx. 



20. 



m 



ex aeqnatiooe (20.) cum quantitatea nt^j %\ h\ fi\ c ooostaDtes aint, ae- 
quitur haeo: 

Prortus eadem raüone uaDciscimur similem aequationem differentialem 
partialem pro quaque ceterarum radioum^ nimirum: 

21. ^ etc. 

FuDotioois integrae: 

OiXiy 0iX^^ OlXiy &iX 

ordo Dumerum 3/i-|-2/?-f* ^ superare uequit^ quo fuoctionis F^x ordo 
semper maior est; ita ex notissimo theoremate de fractionibus algebraicis 
sequitur esse: 

, By Jg/i Jy 0a a^fi — 0« ^// Jy 0, OCßt wi (0, m)(Jy0, ^) — (0t ^)(ßy&^ m) 
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Aequationibus igitur (2L) additis^ babemus: 

^^* dy ^ Pm * 

eodemque calculo ad variabiles oeteras iodependentesi z, eto. extenso, iit« 
demque signis adhibitis: 

d« Pmi 

etc. 
Ex bis aeqnationibus differeotialibus partialibus, aequatio baoe diflPerentia- 
lis totalis derivatur^ loco Fm ralore ex (14.) substituto: 

ubi per dB^m et dOifn bae fonuulae di'ffereotiales denotanturs 

maB„+m'aBi+w»dBa + eto. +w'H-»dB^, 
Aequatione (24.) iotegrata, adipteoimur: 

25. n.'.+'r.'^+''^ +".',+" "-s^Ht^^t^^^^. 

Hao aequatione tertia aequatio tbeorematis enuntiati exhibetur. Ut utram« 
que priorem eiusdem tbeorematis aeqtaationem inde deriyemus» utrumque 

terminom aequationis (24«) in seriem seoundum dignitates ipsius — ascen* 

dentes progredientem evokamus neoesse est. Quem ad finem in integrali : 

positOj prior terminus hano seriem praebet: 

4- eto« 

oinns ita scrqptns: 
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m 



^ • < 9-7:: 'Og 






2^/n 






in hoo difierentiale abit: 

Cum vero O^ m v^(<Pi /w) maiori potestate summa ipsins m, quam 0, m V^(<P2 ^) 
gaudere, assumtum sit, iieo non 2^ ^(^^^) fuoctio impar sit, eidem 
fuiictioni hanc formam tribuere licet: 

s= l(D^ + i),±4.Z),ij + etc.). 

Eodem modo functio -^ — in huiusmodi seriem secuDdum potestates ipoias 

— progredientem evoluatur necesse est: 

,7^(^+£.i + etc.). 

Quibus collectis secundus terminus ad potestates ipsius -7 evolutus hac 
forma gaudebit: 

ubi £01 ^11 * * * * ^0^ ''^11 • • « • fuDCtiones fiuitae algebraicae coefficientium 
ipsorumdior et 02^: fiunt. Evolutione (26.) oum hao ultima coUata^ quippe 
quae pro quoque valore ipsius m vaiet^ nanoiscimur bas relationes, dum 
integratiooes faciamus: 

Hinc utraque prior relatio in tbeoremate enuntiatay derivatur« 

Prorsus simili ratione integralia Abeliana superiorum ordinum in 
tria genera diversa dividuntur, ad quae cetera eiusdem ordinis omnia re- 
dnci possunt« Quam rem caiculi extensi causa praetermittamns« Tria ge- 
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nera transccndentium hoc modo primo iotroducta, ciim tribiis geaeribus 
iDtegralium ellipticorum eadem natura gaudere^ ex iis quae supra allata 
suDt| darum esse Tidetur« 

Ex theoremate allato^ theorema de additioDe functionum Abelianorum 
ita derivare possumus« PoDamus coefficientes functioDum 0iX et O^r; J^^ 
A^y etc* -^„; Bo, B^, etc« Bj, per (/>+i+l) quantitates Xi^ a?a, ...• a?^^, 
ita determinatos, ut babeamus: 

ete« 

tmde ;' + '^'i'^ coeflicieQtium illorum omnes usque ad unum^ qui in 
aequatione (18.) per divisionem tollituri ut functiones rationales ipsorum 
Xj, «», etc. yTUPi^iiy /^i^i^i) ^*^* atque •"(^aJTi), v^CcpjX,) etc. inveoiun- 
tur. Quas quantitates Xu x^^ etc. in locum Tariabilium indqiendentium 
y, z etc. successisse, darum est. Aequatione (18.) vero per productum 

divisa^ ceterae quantitates x^^^af ^h-h+s» ^^c x^ ut radioes aequationis 
(ft — p — n — l)ti ordinis dantur, cuius coefficienteB ipsorum Xi, x^y etc. 
^(^i^i)f /"(^lÄ?«) etc» /'(^2^i)> /'(^2^2)etc. functiones rationales fient. 
Quippe quae aequatio, ordinibus ipsorum QiX et 6^^ apte electis^ secun- 
dum gradum ipsius Xt baud superat, quo minore gaudere nequit. Si 
enim ordo functionis (p|X=:2)/i nee non ipsius (P2XT=z2Viy tum sive Q^o. 
sive OtX functio par est^ quia functio {B^xy<Pix ordiue 2|x gaudet, quem 
ordo ipsius {ß2xY(p^x baud aequat^ babemus: 

unde sequitur numerus relinquarum radicum: 

Ergo, cum Vi + Va ^^^ 4* sit, ordo ipsius ar% in aequatione , do qua diximus^ 
numerum superet, necesse est. Ut vero bic ordo fiat seouudus^ babemus, 
si functio QiX ordinis 2n fuerit, baue conditioneni: 

It = Ä+/> + 3 = 2/1+ ii> 
Mve p ts n+vi— 3, 

ain functio QiX ordinis 2/7-|-l fiierit^ banc aequationem: 

Crelle*! Joanuil d. M. Bd. XU. HA. 3. 30 
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gjve: f^ — ^+P + ^ = 2/I + 1 + V4, 

n = /i + Vi — 2. 
Illio babemus ordinem ipsius GiCC.^{(Pix)y ss2/2-)-v^ et ipftius fiix/((Pix\ 
s:2/x-|~W — 1> hie vero ordinem ipsius ®ix/*(^ijp), =2/i + 1+v, et ip- 
sitiB Q2x/{<P2x\ =2y» + Vx. 

Unde videmus in hoiinmodi eFolutione fractionis: 

&i;J>4 = Al + DÄ + etc. 

coefficientem Z>o evaneaoere non posse^ sed functionein algebraicam quau- 
titatum Xi x^ etc« fore« 

His collatis theorema illustre antea expositum ita entintiare licet: 
^^Si quantitates Xi, ^a> etc. x^i ut datae assumantur, unicuique triiim 
yyhanim inter integralia Ui^ iT,, iTj relationum: 

iriaPi+Zlia?2+etc +Iliap^,«t 

TT, JPi -|- iZ^ jfj + etc. + n^x^^t 
/Zja?! + Ilyxl + etc. + Ha JF^-a 

^^haeo aequatio quadratica ipsius x^ respondet^ 

^Ubi iMdiemus: 

„atqoe fonctioniB ^lor ordine S3 2rif V«» 9a' orfne =2ik, posito, ai 
^mmenm fis=2i»-|-yi poBamn: 

^8m mmieroni fiss2/i+14-Vi ponamus: 

^Goefficientea fimclionuni 6iX et O^x bis aequationibas detenninantor: 

ete» 
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^^Functiones algebraicae, quas per D et E deootavimus, ut ooefficientes 
9iharum senerum dantiir: 

,, quantltates denique f^_i et ij, inde ex his ambabus «equatioiiibus inve- 
„ niuotur : 

S h o 1 i o o« 

Aequatio qiiadratica , cuius radiccs x^^i et xj, sunt^ duabus aequa« 
tionibus algebraicis intor quantitates x]y xl, . . . . x^ aequivalet^ pro binis 
aeqiiationibus transcendentalibus ^ quae ex arbitriis uomiuatoris ipsius H^x 
coefBcientibus originem trahunt^ locum tenens» Quas aequationes protlnus 
ex tbeoremate ipso prorenire, alio looo ostendemus» 

lode ex hoo tbeoremate, numeros Vi et Va quibuscuoque modis, 
fieri potest, ut summam =^4 efBciant, mutautes, totidem varias 8uppo- 
sitiooes aequationis (18.) derivare lioet, quibus factis aggregatum quotquot 
datorum iotegralium Abelianforum primi ordinis, ad aggregatam duorum 
reducuDtur« 



da 

{x — a 



Adnotandum adhuc est, Gl. Le Gendre in commentatiooe iam 

citata (Fonctions elliptiques, troisleme Supplement $• III. art. 220.) integra« 

lia huius formae: 

d x/x 

in tria genera di?identem, in errorem inductum esse^ cum obtinuerit inte* 
gralia formae: 

nisi numerus e minor quam -5 1 sive -^^ assumatuf, prout X, ordo 

funotionis (px, par sive impar fuerit, funotione algebraioa adiecta compa« 
rari posse, hancque ob rem secundum genus borum transoendentium oon* 
stituere. E notatione enim illie introducta, est: 

2%//:r = C+IIX 

30* 
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ubi per nX coefiicieus ipsius — , ia erolutione secundum asoendeiites ip* 
xius — potestates progrediente^ functionis huius: 

denotatur^ ibi posito: 

ö^or = Ao + Ä| JF + ©to» + */»^> 
(Pij? = «0 + «lÄ? +etc. +Ä^ar% 

lam vero facillime intelligitur, hano fuocdonem UX etiam logarithmicam 
fieri posse» Cum enim sit v^ 4* ^2 ^= ^ numero K ut pari assumtOi ponaraiis : 

2{n—p) = fÄ— V, 

tum fractiottc r^v — r !n hiuusmodi aeriem dissoluta : 

(1)' '[E„ + £,l + E.^ + elc.], 
et fuDCtJOne: 






in buius formae aeriem abeuute: 

^^ ( ::y::t;;%) + «. J: + ». jr + e.«. 

habemus, « = -0 — ^ posito: 



2 



^« = ^.H(Sv£$t^). 



af que ^ == ^ posito : 

IIX = r. D,+ J?, log (i!lpi±^^) 

eto. 

Haud praetermittamus adnotare, posito 2 (ji — p) = jit — v nutnerum 
noTorum integrallum^ per quorum aggregaturo, quotquot datorum integra» 

lium eiusdem formae aggregatum^ exprimitur, quam minimo valore s= 7^; — 1 

gaudere» Habemus enim numero oninium radlcum ^ posito^ quia 2(/i — p) 

==:ft— V est: 

j = 2/2 4-v = 2^ + A* 
ergo: 
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Numerus datorum iotegralium =/z-)-/9 4*l esse clebet, ergo numerus oo» 
vonim est: 

Cum primum igitur iutegralium formae: 



fi 



aggregatum^ per y — 1 iutegralia nova exprimere velimus, funotionem lo« 

garitbmioam adiiciamus neoesse est# Dnde clarum fit, illa integralia, 8i K 

par est, atque ^^-k — 3, ad tertium genus transoendentium, quippe quod, 

functioue logarithmica adiecta, oomparattir, referenda esse. 

Omaia, quae de integralibus AbelianU primi ordiDis baofenus attu« 
limus, sine ulla difficultate ad eeteros ordines ext^ndi possunt. Quorum 
ordinum integralia eodem modo in tema geuera dirersa dividuntur, quo« 
rum primum quantitate constante, secundum functione algebraica, tertium 
functione logarltbmica adiecta, oomparationem admittit« Haec vero bic 
non exposita sunt^ partim quia per se ex iis quae attulimus emanant, 
partim quia in disquisitionibus nostris altioribus, inprimis integraUa Abe« 
liana primi ordinis^ proxima ad integralia elliptica, amplexi sumus. 
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17. 

Memoire sur rintegraiion des equalions lineaires aux 

diflferences de tous les ordres. 

(Par Mr. GuUlaume LdbH.) 
(Lu k rAcad^mie Rojale des sdences de Paiii le 28. Octobre 1833.) 



Introduotion« 

ll existe en analyse plusieun questioDS qu'oo sait r^oudre seulement dans 
les €88 particuUers, mais dont on ne connait pas la rdsolution generale« 
Je me propose de prouver^ dans ime autre occasion^ que Tod poss^de tous 
les Clemens n^essaires pour ^rire en analyse les Operations particiilieres 
qu'on sali effeotueri et pour en d^uire dans tous les oas la formule g^« 
nerale cherch^. Mais dans le memoire que j'ai Ihonneur de prcsenter 
aujourd'hui ä TAcad^mie, je m'occupe seulement d'une question speciale 
du genre de oelles que je viens d'indiquer: c'est-d-dire de Tint^gration 
des ^uations Unfaires aux difiR^rences de tous les ordres. 

On sait que dans toute ^quation aux diflPi^renoes^ si Pon donne une 
valeur d^termin^e a la rariable, on pourra toujours troaver Pexpression 
de rinconnue u Taide d'^liminations successlves. Integrer requation pro- 
pos^ n^est autre ohose que trouver le r^sultat d'un nombre iudefini d'^li- 
minations. Non seulement ce probleme n'a pas ete r&olu daus toute sa 
g^neralit^y mais memo dans les ^quations qu'on appelle Untres ^ od ne 
sait r^soudre compl^tement que oelle du premier ordre^ dont Tlntegrale a 
^t^ donneo par Lagrange. L'int^gration des ^quations Unfaires aux 
differences est une question d'autant plus importante, qu'elle se presente 
lorsquon cherche l'expression en s^rie de Tint^grale des ^quations difle- 
rentielles Unfaires, ^quations qui se rencontrent sans cesse dans les appli« 
eations de l'analjrse au calcul des phenomenes naturels. 

En 1827 j'ai publik un memoire sur quelques formules g^n^ales 
d'analyse, dans lequel je suis parvenu k exprimer le terme gen^ral du d^* 
Toloppement du poljuomei sans passer par les termes precedens^ comme 
on Tavait fait jusqu'alors. Pour arriver k cette formule j'ai du integrer une 
^quation lineaire aux difiR^rences d'ordre indefini. Maintenant pour trou- 
ver rintegrale d'une ^quation lineaire aux differences d'ua ordre deteimini 
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queiconqiie, fax tach^ de la r^duire & une autre equation d'ordre lüd^fini 
du gcnre de Celles que favais int^grees dans le memoire cit^. A cet eflPet 
j'ai suppos^ que l'^iiation proposde ^tait d'ordre inddfiiii, et puis f ai muU 
plie cliaouQ de ses termes par une fouction disoontinue teile qu'elle deviot 
z6ro pour tous les termes ajoutds a r^quatioo propos^e^ et qu'elle fu' 
egale A Tunite pour tous les termes oompris dans oette ^quatioD. De oette 
maniere ayant ramen^ r^uatioo propos^e ä une autre ^quation que j'a- 
vais d^ja int^gr^e, je n'ai eu qu'A effectuer les substitutions pour avoir 
1 integrale cherch^e. Dans ce memoire je donne Tint^grale de requation 
lin^ire aux diffi^renoes du seoond ordre a coeffioieos variables« Par une 
analjrse absolument semblable, on int^grerait toutes les ^quations Untres 
aux diflR^rences des ordres superieurs« 

Les fonotions discontinues que j'ai choisies pour faoteursj sont d'une 
grande simplicit^» Je les ai employees pour la premidre fois dans un m^ 
moire qui a paru reoemment dans le Journal de Math« de Mr« Grelle« 
On pourrait se servir ^galement des autres fonotions disoontinues dijä oon« 
nueS| et on r&(Oudrait ^galement le problcme« 



• • • 



f 



I 



4 



I 



\ 



■ I 



t 



« 



Analyse. 
Etant propos^e T^quatioa aux diflRSrenoes d'ordre ind^fini 

r-o = 9*«(*o)n+»'«r-«(*o)/»+9''»-i(*o)j't+9''.r-»(*oV,+air,r^(«,)r« . 

u Ton 7 substitue sucoessivement las valeun de y%% Jm y^ eto«, d^iutea 
des meines ^uations, on anra la s^i^ 

+ 9»^ C*J j^ y^ (4) (y,(3)^^+y.(3):r. (8) [?».(2)y.+^?. (2)rJ}( 

I».(«)r.+T*(4)ri+T,(*)(sp,(2)n+»»(2)r») i! 

+ 9'.W{9',(3)/.9.(3)n+9'.C3)[y.(2)r.+».(2)/'J} 
+»'.(«)[»4Wr.+y,(%.+9.W(9'.(2)n+iP.(2)r.) 
+».(4){»,(3)yo+T.(3)r»+9'.(3)K(2K+9'.(2V.]}] 
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bqnelle la loi des ferme* est manifeste, ear le ferne Ä^ te iocm» 
AB fhMj;niiit jr, es if daes toas les termes preeedcns. 

A prfiMt « Too partage eefte aerie es aataot de terics partielles 
<p1l j a de fiMteon, oa, oe qni rerient an meme, si Ton groiq>e ssrr- 
eeanrenent toas ks tennes ooinposes d*an seid, on de deux, on de troi» 
fiMteors, et aiaa de smte (eu ne conoderant geaeralemeot f>,(B) v.-f- ^, (f/> )- 
qne eomme m seid fiMtear) on aora requation 



^'.= 






+Ä»= 



-('«tC 



+»'*-(*^(f.C2>r.+f.C2:rJ+Tx.-j(*J(y,(3)r.+if.«3-;\> 

+y*rf-»(*j (»»(♦)/«+ »»(*?'.)••• • 

+»%H,(»J{y,(3)(^.{2)^,+,,(2:yJ} 

f ?x-i(*.-2)(f.(2).y.+ 9,{2)v) . 

laqueDe ob • indifiu^ par B^^ B^^ B^y etc. les series compusrrs dun 
jeol^ de deux^ de trob factcun eic 

Maintenmt fai serie B2 a pour terme gen&ral 

(pomTu qne Toa doone suooesahremeot ä Xi toutes les Taleurs 2. 3, 4, ... 
1) et parfant eo anra 



• • • 



J?,= 2 f'tr-'*W(^Pxx(^.).^+<^-%-i^',^rJ. 



«i=» 

# * 



De meme la serie Bj a pour terme {(en^ral 

00 r<m doit faire successiremeot 
Xi SS 3| 4", 5j • • • • JT^ — I, 
J?2 5SS ^j 3; 4y • • • • Xx — • I 
d'oa Ton dednira 



»1 



II est evideot qu^eo ooBtiotiant de la meme maniere on obtieudra en 
g^n^ral 
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t— *• *i — *» "^«-1^=^^11-1 






Et 81 Tod fait pour abreger^ 



se.saoe. x ;=« ^ l^fi ^ 

on aura aussi 



i=:, », ^j 



2 log S 



*«^— «.» 



S log 2 
Et enfio 



*«""~^#-i 



S log S 



+ S « *~ (rv„..(*«-.)ro+'Av„-.-.(a^«-t)>',)[Vx^,-,^.(a:„-.)j"-*. 



«SSI x^^a — f+l 

L'analyso pr^cMente u'est qu'une r^p^tition de oelle qui nous arait 
A6]h seryi li trouver le d^veloppement du poIynome {Memoires de math. 
et de phys* Tom. L pag* 3 — 6 )• Nous allons voir maintenant oomment 
eile peut s'appliquer a riDt^gration de T^quation liii^aire aux diffiSrenoes 

du secoud ordre« 

Soit propos^e l'^uation lin^aire du second ordre 

dans laquelle a«» ^«» ^<» *^"^ ^^ fonctions de z. Oo sait qu'oo peut 
touiours la r^duire hi une autre equation lin^aire aussi et du second or re, 
qui ne coDtiendra de terme en z seulement. Supposona que celt uou- 
velle equation soit de la forme 

r-o ==/i(^o)/^.-»+/.(^o)r.ofa; 

81 ron fait en g^n^ral ^^^^^ _ /.(xj 

{u etant un norobre entier positif). 

CreUo'f JoanuU d. M. Bd.XIL HIt8« 31 
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on aura toujours 

<Pii(^o) = 0, (lorsque «/ > 2) 
et 

<Pu (^o) = 1 > (löraque i/ < 3) 

On aura donc identiquement 

et comme cette ^quation^ d'apres ce que nous avons d(5ja vu, a pour 
integrale 

S log S 
on aura enfin, en substituant en gen^ral la yaleur de 

/■«•o = 7— T 



2 log S 



14.0»"'° 1 + 0»"'»"' 






-ft 



et cette formule donnera l'int^grale de Tequation lineaire du second ordre 
en obseryant que la serie des fonetions 

/i(-»^o)> /t(^o), . • . . /r(^o), etc. 

est tout a fait arbitraire^ poiu*vu que/, et /^ correspondent aux valeurs 
qui se dcduisent de T^quation propos^e et que parmi les autres fonetions 
/äC^o)» /»(-^o)? ^t<5» il ö'y ©n öit aucune qui devienne inßnie. 

Four transformer l'^quation du seoond ordre^ en une equation 

1 

d'ordre indeßni, nous avons multipli^ par le facteur j — , mais on 

pourra se seryir de toute autre fonotion discontinue -^{u) teile qu'on aii 
\/^(w) =0, lorsque «/>2, et \//(i/)= 1, lorsque u<CJl {}ä ^tant un nom- 
bre entier positif quelconque). 
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II est clair tpie par la mcme methode on parviendrait a int(^grer 
toutes les equations lineaires aux dilF^rences des degr^s sup^rieurs. Seu* 
lement si Tod voulait^ par exemple^ integrer T^quatioo du troisieme ordre 

apres l'avoir transform^e comme ci-dessus daos l'^quation d'ordre ind^fini 

r^o = ^xo(-^o)ro + ^xa-»(*Jri +<Pxo-Hi(^o)y. + ^P^o-bC-To)/, • • - 

j| ne faudra commencer la Substitution que par 73; en laissant /oi /i» y«' 
qui seront les trois constantes arbitraires de Vint^grale. 



31 
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18. 

Memoire sur les integrales definies aux differences 

finles. 

(Ptr Mr. Gumaume LOni. ) 
(Im k rActdimie Rojale det tdenoet de Parii, k 8. Joillei ISSS.) 



Introduotiom 

Lja ih^ne des integralei definies a oocap^ dans oe6 dernien tems les 
geom^treB las plus o^iSbres» C'est surtout an colthrant oetta brancha du 
calcol integral qua las analjstas sont arriv^ h oas belles formules da trans«« 
formation qui ont tant parfecfioDn^ Tanalysa das ^quations aux differon« 
tielles partielles I et qui par soita ont contribu^ puissamment aux progres 
da la pbysiqua math^matique» Mais en s'occupant presqu'exciusiremeut 
das mt^grales definies aux difE^rentielles^ on a n^glig^ beaucoup trop la 
th^oria das integrales definies aux differences« II est vrai qua par lo 
tfa^rdme de Mr» Faurier oo peut toujours passer de Tun ä i'autre de 
aea ganres dlot^graies : mais les formules qu*on obtient de cette maoicre, 
aont tres difficHes ^ caiculer et ne conduisent presque jamais ä des re« 
sultats finis« Quant aux s^ries infinies dont on connait la sommey elles 
ne aont autre ahosa qua des integrales aux difFerenoes finies; mais ces 
integrales cmt toujours pour limites z^ro et Tinfini^ et on an dierche les 
valaurs par das methodes toutes particuliores. 

Maintenant^ il m'a sembie que dans T^tat actuel da Tanalyse» il 
etidt necessaire da eonsiderer generalement la tbeorie des integrales defi« 
niea aux differanoes finies^ quels qua fussent les limites de Tintegration« 
La SQJat est naiif et fecond; mais dans ce memoire ja me bornerai k ex« 
poser les recherobes que fai faites sur les integrales aux dif£ferences des 
fonctions ciroulaires; et je resenrarai pour une autre occasion les resultats 
plus compliquesy et les applications de mcs formules« 

On sait que les fonctions circulaires qui scrrent h la division du 
oercle en parties egales ^ jouissent de la propriete remarquable de pou- 
Toir ^tre exprimees par les raoines d*une equation aigebrique^ dont tous les 
coefficiens sont rationneb« II resulte de la^ que les sommas des puissances 
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entieres et poutires des ra<&e8 de oes ^quations^ formant toujours des 
quantit^ rationnelles^ et que toutes oes racines ^tant des foDotions cirou« 
laires qui varient d'aprSs une loi conuue, leur somme sera une integrale 
aux differences fioies^ qui aura pour limites de I'int^gratioD ^ z^ro^ et le 
degr^ de r<^qiiation ou le nombre des parties dans lesquelles on reut & 
viser la drooDference« On deduit de lä les integrales d^finies aux diffi^ 
rences d'une puissance positiTe queloonque du sinus, du cosiousi de la 
tangente et de la cotangente: seules fouctions oiroulaires qu'on sut &ire 
d^pendre^ jusqu'a pr^nt^ de la r^olution d'^uations algöbriques ä ooef* 
ficiens rationnels» II n'^tait pas difficile de deduire de \k les integrales 
de oes memes fonctions ^ler^ k des [(uissances negatives; et j'ai conw 
menc^ par lä mon travaiK Puis j*ai montr^ qu'ii existait une infinit^ 
d'autres fonctions ciroulaires qui se reduisaient k dependre d'^quations al« 
g^briques h coef ficiens rationnels; mais que oes eoelBciens^ par une siii<^ 
gularit^ dont Tanalyse n'avait ofiert jusqu'ici auoun exemple^ ne pouvaient 
£tre determin^ qu'en r^soWant des ^quations indetermin^es du premier 
degre» Les points de contaot entre Taualjse alg^brique et la th^rie 
des nombres sont si rares^ que f ai cru pouvoir sigualer ce rapproohement 
& l'attention des g^ometres« 

Les ^quations A deux termes qui servent k la division du oeroIc> 
peuvent se d^omposer en d'autres ^quations, chacune desquelles k pour 
racines les sinus et cosinus de oertains arcs^ qui varient en g^n^ral comma 
les piussances des nombre naturels. J'ai deduit de cette dc^composition 
les valeurs de plusieurs integrales d^fioies aux differences » dont la d^ter* 
mioation paraissait difficile» Pour obtenir ces valeurs ^ il fallait connaitre 
les coefficiens des ^quations auxiliaires qui naissent de la r&olution deB 
equatioDS si deux termes. Mr. Gauss et Mr. Legendre se sont occup^s 
h plusieurs reprises de oette determination ; mais ils ne Tont effectu^e que 
pour les trois premiers degr^s: maintenant je donne dans oe memoire 
une methode generale pour trouver ä Talde de certaines congruences^ les 
equations auxiliaires de tous les degr^^ et j'en deduis les valeurs d'un 
grand nombre d'integrales definies aux differences^ qui n'etaient pas oon« 
nues jusqu^u present« 

La tbeorie des integrales definies aux differentielles renferme deux 
propositions fondamentales (le tbeoreme de Mr« Fourier et ceiui de Mr* 
Farceval) dont Tutilite est bien oonnue de tous les geometres« Jai 
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pense qu1I fallait cbercher pour les integrales d^finies aux diflTerences 
linie8 des th^oremes analogues a ceux que je viens de citer; et je suis 
parveou ii exprixner (par des integrales aux difFerences seulement) la 
somme des series et la transformation generale des fonctionsi lorsque 
ces series et ces fonotions ne oontiennent qu'un nombre fini de termes: 
si le nombre des termes devient infini, alors les integrales aux dißerences 
se cbangent en integrales aux diflPerentielles ^ et, par un procede analogue 
ä ceiui dont s'est servi Mr. Poisson pour passer du theoreme de Mr. 
Lagtan^e h oelui de Mr. FourUr, on retombe sur les theorSmes dont 
j*ai parte plus haut« 

Ces expressions auxquelles j*ai ajoute d^autres formules nourelies, 
forment la derniere partie de ce memoire. EUes peuvent s'appliquer ä 
IIB grand nombre de questions analjtiques; elles sont utiles soutout dans 
^Integration des equations lineaires aux difTerences; iniegration qu'on fai« 
sait dependre des integrales definies aux differentielies, et qui desormais 
se deduira bien plus natureliement des integrales deCnies aux diflfe« 
renoes finies. 



Analyse, 
On a TU par la forraule (22.) de mon Memoire sur la theorie 
des nambres qne si Ton represente par (p une fonotion quelconque de 
plusieurs Tariables <PQt, y, z, •••. etc.) la serie 

.... +(oo82(2^)<p» + /-_l8ui2(^!^)<P») 
aara pour veleur m ou z^ro, selon quo — seni un nombre entier on une 
fraction. n faulte de lä que rint^grale 

a pour valeur le nombre de Solutions de la oongruence (p^O (mod.m), 
oomprises entre lea limitesx^a, jr = 6i ys:«, y = (/> « = «, z=:/etc. 
On Toit par lä que l'lnt^grale 
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1. l*i i S ....+F(ar,/,«....etc.){l+(co8^^+^— l8in?22).... 

*" x=a y=c »=r» t ^ w» m / 

. . . . + [cos2 (!ü^)(p^+ »r-l8in2 (^)<P»] } 
a pour valeur 2 S 2 F(ai, » ß«; ^ Y« " * • ^^c«) en indiquaot par ai ^ (Kj • • • • 

«=1 v=sl fsA 



.... ctj^ , les k valeurs entieres de x (comprises entre o et b) qui r^ol- 
vent les congruences <p^0 (mod* /w), et en exprimant par ßi, ßj, .... ß^^, 
les q valeurs entieres de y (comprises entre c et d) qui r^olvent la meme 
coogruence et ainsi de suite. 

Si Ton faxt a = c = ^= etc.ssO; b 's=:d^=zf....^=zm; Hntegrale 
(1.) se simplüiera beaucoup; eile aura pour valeur 

ir=fc v:=:q fczp 

2. S S S . . . . F{r^, ^^, Ä,, etc.), 

iissl o=l iZ=l 

en indiquant par r», ^„^ A« en g^n^ral Tune queloonque des h valeurs de 
Xy des 7 valeurs de y^ des p valeurs de z etc«^ qui r^lvent la con« 
gruence (p^O (mod./7i); en supposant toujours qu'on ne considore que 
les racines entieres positives et moindres quo m. 

La formule (28.) du Memoire que nous venons de oiter, prouve 
que si Ton appelle a la plus petite des racines positives de la congruence 
ax^b'^O (mod. c)^ on aura 

»— * 8in 

o 

s -j"^ ar{l + cos2(ö^ + Ä)^.... + cos2(c— l)(aar + 4)^}. 

Maintenant si dans la formule (1.) on fait F(z, /, 2 . . . . etc.) = F{x) 
et qu'on integre seulement par rapport k la variable x entre les limites 
jc = 0, x=ics comme la congruence aar-f-i^O (mod. c) n'a plus qu'une 
seule racine j:=a^ (entre les limites arsO, ar = c), il est clair que la 
formule (2.) donnera 

11sV(a?){l+cos2(a:r + 4)-....+cos2(c— l)(aar + A)— l — ^(a) 

= f{-J-*2 ar(l+cos2(aar + 4)-^.... + cos2(c — l)(ö^ + A)~)}^ 
On peut simplifier beaucoup ee probleme ea observant que 
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1 + C082(ajc + Ä) — ...• + co82(c-.l)(aJ^ + Ä) — 



8lll (2c — 1) (a jc -f-^) — +8in (cx-f-ft) — 



d'ou U r^uUe que 



2sm(ax+b) — 



{•iii(2c— l)(aa?+ft) — + 8iD(a«+6)— J 

?) — 



OßSSC 

S Fix, 

«»=0 2slii(a«+6)~ 



o 




"— * tin 1 

Cette eqiiation, qui subaiste toujours quelle que seit la formo (alge- 
brique ou traoscendante ) de la fonction F(x)f est remarquable en co 
qu'elie transporte u la d^termination d'uue seule integrale, et par suite 
ii la re8olution d'une ^quation ind^termio^e du premier degre, la determi- 
nation de l'inti^grale comprise daus le premier membre» 

Avaut d'aller plus loiu, 11 est bon d'observer que puisque la formule 
a == ^-^ + Y ^ ITan «xprime la plus petite valeur entiere 

c 

et positive a, ie x^ qui satisfait u T^quation ax-{^i^=icy^ on aura la 
plus petite valeur entiere et positive ß, de 7, qui satis&it a I'^quation 
cy — b^ssaxy en faisant 

A — fnl^i. s 1^ ±L± 

^ 2 2 JZ. .ucn 

•— * SID 

a 

et eomme si b^a la moindre valeur entiere et positive de y^ correspond 
^ la moindre valeur entiere et positive de Xf et qu'on peut toujours re- 
duire Tequation ax-f-^ss^^, a une autre ^quation dans laquelie b^a; 
on aura alors 



(c—i) , o*^* \ 2/ c /^~*\ ^^ \^2/ 

2 +2.^1 . uan H 2 / 2 -, . ucn 

•— l sin •— * sio 

c a 


a 
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et par Blüte 

2 2 — LLl-^JL s )—ILjl^ 2i. + (sr::iV 

„_i . uan a ^ ^ . ucn a ^ \ a r 

c a 

Ceite relation a lieu entre deux integrales d^finies dont on ne sait pas 
^ouver la valeur 

Pour appliquer les formules pr^dentes A cpielques axemples, sup« 
posons <{u'on veuille d^terminer les coefficiens d'une ^quation alg^brique 
de l'arde n — 1 qui a pour racines sucoessivement les n-^l quantit^ 

-"=('-f)T-^-«""(»-|)T 



, an 

8UI— - 

n 



'■•«('-7)T-^-""«(*-f)T 

, 2an • 

sin 

n 

»in2(n-l)(ft^|-) ^-\r-lco.2(„~l)(»— 1)^ 

»m2(n— 1) — 

n 

Pour 7 parveair nous chercherons les valeurs des sommes des 
puissances successives de oes racines , et puls nous en d^uirons les Ta» 
leurs des eoefßciens de T^quation cherchde« Nous arons vn que la somme 
de toutes ces quantit^s est ^gale h Ha^^l'^n^ a ^tant la plus petita ra« 
eine entiere et positive de la oongruenee ax-\-b=iOy (mod. /i). Mainte» 
nant pour avoir la somme des earr^ de ces radnes (c^est-ä-dire la somme 
des carr^s des fondions circulaires que nous venons d'^crire) nous cher«^ 
cherons la somme de tous les produits de la forme aß: a et ß etant 
deux des valeurs (entidres et positives et moindres que n) qui r^solvent 
la coDgruence a(x-}-7)-(*^^^0^ (med« n). En effet s! Ton appelle ^2 
la somme de tous ces produits, eile sera donn^e par la formule 
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4* •<•• + ®^ 

et par suite on aura 

2 sin 

et oomme la valeur de N^ peut tf'obtenir directement en r&olvant la oon- 
grnenoe a(ar+/)+2*^0, (mod^n), on aura 4^, — »(/i— 1)' = »Sat 
(Ja ^nt la somme des carres des racjoes de requation oherch^e). 8i 
l'on ooDfliderait ime oongruenoe d irois incoonuett de la forme 

*(*+/ + «) + 3*^^ (mod.ii), 
<m fromrerait la somme des eubes des raoiues^ et aiosi de soite, de ma« 
Didre que T^quation 

qd a pour racmes les n^^t qnantit&i 

•^»('-f)T-'^-"°'"(*-f)T .i.«(>-f)^-y-t«.«(»-f)f 

. an > . 2an ' 

tin — im 

n n 

•iii2(n-— 1) — 

aura tous ces coefficiens j4g^ jf^s •••• -^»-19 rationnels^ qin seront d^ter« 
min^ par la r^lution des Äjuations iod^termio^ 
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ax+b^nys a(x+y)+2bssnzi o(x^y+2) + 3b =s nu etc.... 
iont on sttt trouTer toutes les raciDes par les m^thodes oonnues« 

On pourrait g^n^raliser eette analys^ et ohercher les ooefBoims de V6m 
quation dont les raciues sont suoeessiveinent (P(i)f (P(2\ • ••» (p(u) .... <p(/z^l) 
en indiqaant g^n&ralement par (p(u) une bit^grale d^finie de la forme 

's"F(x)(oos?/i(aap+Ä)-+/-— l8in2/i(a;r+6)~), 

ear les coefBcIens de eette ^iguation seraient domiÄ par les raemes des 

eoDgruenoes ax-\'b^O (mod.^); a(jp+)r)-f-26^0 (mod^n); ete 

C'est par des oonsidÄ^tions de oette nature qu*OD peut d^terminer 
les eoefBoieDs de P^qoatioo qui a pour racines les qiiantit^ 

25ir 4hn ^^ ..bPt 

COI cos C082(ll-*1) — 



Probleme que nous avions propose A la page 203. du prämier volnme 
des Mhmres de Mathinuitigues et de Phyeique. 
En effet od a 

Ta^foos2a(«x + *)— + /•— l8in2tf(aar + *) i] 



n 



81A 2 y — 1 C082 — 

n n 



4 



( MD au n\ * 



et par siute^ en consid^rant des s^ries de la forme 
iVj » — Sdf*{l + ^co8— +/— Isin— ^ .... 



. . . . + [cos2 (^)^+/'-l.m2{Ji=:.>P}, 



2« . >. ^ . 2«\«+* 



x(co.2ü + ^-l«n?i5)'^*....et4 



iv,«l s s «'r»!i+(co8^+/---itb^Y 

2« . ^ --._2«VH-» 
11 
eto. 

dont les valeurs seront dorniges i)ar les racines dos oongruences 

as-^-b^Q (mod./)); «(jc+7)+2ä=0 (mod.n), etc.; 
on aura une Donation de degr^ /z— >1 dont tous les coefificiens seront ra- 
tkmnels, et qui aura pour racines les quantit^ 

32» 
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sm— — — r — 1 cos — — sm — • — r — l cos 

n n n ^ m. 

— — • • • # etc» 



♦(•-ir)' '(-»¥) 



d'ou Ton pourrait d^uire par des transformatioDS coonues^ les coefBoieiiB 
des ^quations qui ont pour racines des quantit^ exprim^ g^n^Iement par 



. 2hn 2hn 

sm cos ■ 

n n 



^sui— ; (sin_) 

On rait qu'oD pourrait multipUer beaucoup ces formules en difi)^ 
rendant par rapport tÜ a. On aurait alors des fonotions ciroulures qai 
contiendraient iin sinus^ ou un eounus au num^teur} et udo poissanoe 
queloonque de sbus ou de cosinus au d^nominateur« 

On sait que r^uatioti 

a pour racines les quantitra 



cos — ^ cos — I oos — % V..» cos2(ii— 1)— ; 



d'ou il r&ulte 



S cos =5 0, 



comme on le savait d^jA. On pourra d^uire de Uk ais^ment en gen^ral 
S (cos-^) 9 d Taide des ooefficiens de T^uation XssO« 

Si Ion fait Är= — , Tequation jr''+ -^^fj^ -f- eto» •••• — 1=0 aura 

pour racines les quanttt^ 

1 1 1 i 

7^ ~47?* Tn^ •••• ~r; TT» 

fos — cos-*-* cos2(ä— 1) — 



d'ou on tirera S — y;7;j«=±mj et fl sera fticile de diSduire de U les 

i«=0cO8 

n 
valeurs de 
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Au reste on voit que ai a ot /z n'ont pas de oommun diTiseur plus 
grand qiie Tunit^^ on aura 






Eq Gonsid^rant r^uation 4^— ^^jssy^jt/zz^ssO^ qui so d^m-^ 
pose dans les deux autres y'\-z^{±n)^sOj y—x^(±n):ssO^ (dont 
tune a toujours pour racines des quantites de la forme x =5 00s ■■ ■ " - 
4- /*— 1 «n ^) * OD troure la valeur de l'iot^grale d^nle 

et on en d^duit de suite les valeurs de 



2» 008— —• 2 sm— — • 



Sl on d^mposaiC T^quation y-^z/'i+n) ss en deux antres^ 
dont Tune eontient k partie r^eHe^ et Tautre la partie imaguittre des m^ 
isnes; on ea d^duirait par la division 

1 ^e" 1 



n n 

et oes deux ibnetions qu'dii pourva d^termineri » 
tions rationnelles de /*a. 

Nous av<m8 d^ prouve (dane le memoire a 



InM d^a dt^ qu'oa ayoit toujours 2 sin — : — ssO^ c ^tant un nombre 

« '^ 

entier queleonque; et n ^ut un nombre prämier de la forme &p^i. 
Maintei^"* eonune a n n*est pes de la forme ^P'^lf on aura 



S sm s=B S sin } 



fl en r^sulte que lorsque n est un nombre premier queloonquOi et ^ un 
nombre entier^ on a toinours 2 sin — ;p— :sO« On d^duirait de tö la 

valeur de 2 oos en ibnotion de a (le nombre a ^tant donne par 
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F^quation fnfl^tenittn^ 4n ss a'4'^^^* ^ wte on anra toujotm 



en g^n^ral 2 sin-^ — ^^0, loraque « crt un nanlr» impatp, c im 



Boinbre entier queloonque, et it est un nombre preDto« On pourndt 
g&i&raliser beauooup oes r&uUats et en d^duire let Taleart do 

tin «=R eo»---— M=M «In 



2 



^, ^ 2xn , •• «.—A4 i^ 2xn , .♦ ^ n , ^ 2x^n , «• 

*«<>1 — 2aco8- +a* *=*'t— 2acoi +«• «==*>1— 2oci» +a' 

» * n • Ä 

etc» eto. 

toab il Buffira d'avtw iodiqu^ la methode & emplojer dans tous lea cas« 
On a TO dans le Memoire sur la thiorie des nombres qua la d^ 

termination de 2 (ooa -+/' — l»to ) d^nd en g^n^ral de la 



d^^qnations dont les ooeffidens aont donn^ en fonctian da 
smnbre des splutions qui ont les oongraenoes x*'4*1^0 (mod. n\ 
^mj^ym^l^Q (mod. /z) eto« Ces nombres que nous avons appel^ Ni^ 
N^f Ti^ eto» senrent d la redierdie des Sguations auxiliaires ^ Paide des- 
queHes on peot r&oadre les ^quations h deox termes« Lorsque m ss 3^ 
et mss^iy on peat toujours trouver N^ ^ N^ k Paide des ^quationa 
^n ssa^+^lr^3 Aa^a'-|-i^ Dans les autres cas il laut r^udre effeo« 
tivement les oongraenoes qae nous venons d'indiquer* Bfaintenant nous 
allons exposer une r^tion qui r^uit les nombres IV^^ iV^, eto. ii &tte 
oongrus a des quantit^ donnees» Nous oommenoerons par demontrer par 
notre methode deox tb^remes d^jji oonnus, et nous gen^raliserons en* 
ernte notre analyse« 

Dans le seoond^ Tolume du Journal de Matb&natiques de Mr« 
Creltef Mr. Jacobi a ^none^ san^ d^monstration le tb^reme suiTant* 

,iS(»t m «n nombre premier de la forme 6/i-f"l» on siut que V6^ 
^^quadon 4iiaBsiiP4*27i' aura une seule Solution en nombres entiers po- 
y^Hitifs« Maintenant je dis qu'on aura toujours 

Pour demontrer oe tb^rdme nous rappelerons que nous avons d4* 
moutr^ dans le Memoire sur la th^orie des nombres^ que si Ton ezprime 
par iV;^ le nombre des Solutions entieres^ positives et moindres que n de 
la oongnience x'-f-y^+^^O (mod. ^2)^ on aura toojoura ^as=£ii±a— >2 
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(ou fl iaut prendre le sigiie •}* ou le sigoe — - mIod qoe a est da la forme 
3^*4*1 ^^ ^® '^ forme 3 f — 1)« Maintenant ü i'on exprime ton^oun (oomme 
noiis Tavons fait dans le Memoire cit^) par Ci, o%f o^f •••• üu$ •••t a^ 
les 2p r&idii8 cubiques de /i et par b^, i^^ •••• b^p •••• b^^ Cgp c,, «••• 
c^f «••• C2pf les deux B^ries qiii comprenneDt lesnoo-r&idus aibiquesde 
/I5 et rf Ton represente raeoesrivement par M^p M^j Üfji le nembre des 
solutieni des coogmenees j^+l^^- (mod«/i); y^^-^l^b^ (mod^n)} 
af+l^ ^u (mod«n); il est elur d'abord qo'on pourra ebanger respeotive^ 
ment a^y b^, et c^y en «— tf»> — 6»> ^^^uj sans qoe M^^ M^^ üfj^ ehan«- 
gent de valeur, et sc Pen eonsenre aux lettres A^ Bj C^ In yalemv qae 
nous leur avons d^jA attribu^^ on aura 

ÄÜf, = /2»+u<'(t + 3^+B»(l + 3B)+ C*(1+3C): 

Auf, CS /2'+^B(l + 3^+BC(l + 3fi) + C^(lHh3C); 

Hü/s = ii'+^(7(t-}-3^-l*B^(l-i*3B)+CB(l+3C). 

A pr&ent il est dwr qae si y » r est mie raoine de la oongmenee du se» 

send degr^ -^—^-^ (med* n)^ <m aura toujburs 

(a J^ = 1 (mod*n)j (* J**^ = r (med. /i); (rj*p = r" (med* ä) j 
et par suite 



S (^+1)^ = 1+ S (jc^+l)^ « l+ilfi+rJtf;i+r»Äf, (mod./i). 



Mais nous avons d^ontr^ dans le mdme Memoire que s limt un 
nombre premier^ ona 2 (opO^**! (mod*^); (lorsque ^^O(mod*^ — 1)) 



tandis que S (j^) ^ (mod^ s% lorsque la] eongruenoe ^ ^ (med» s — 1)^ 

n'est pas resoluble. Et eomme en d^vdoppant (jp^+1)^| on ne trouve 
que trois exposans {Vlpf Gp, et 0) qui soient divisibles par n — l, on 
aura enfin ^^_^ ^^^^^ 

2 i^+iT^^t+ s C^'+ir 



Si on ^limiue les quantit^ ^| B, C et r a Pdde de la oongruence r^~ 1 
(mod» n\ et des ^quations oonoues 

l+^+B+C=05 2r = ^(l + 3^ + B(l+3B)+(7(l+3C); 
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on trourera 

et par sutte 

+ a = i.2.3....2p (mod.6/i+ 1), 

ou il iSaudra prendre le signe + lorsque a 5=3^4*1 9 ^t le signe — Ion- 
qoe as=:3^— !• On peut appliquer les mdmes principea ^ la d^monstnH 
tioD du th^oreme suivant da A M« Gauss: 

y^Lorsque /zssSm -f-l est iin nombre premieri T^uation a^+16 b^s=,n 
y^n'a qu'ne seule Solution entiere et po«iti?e« Maintenent Je dis qu'on aura 
^i^toujoura 

+ 2a s *^(*^-*)--(2^f <) (modp8m+l)^- 

En eflPet en consenrant les notations du memoire plusieun fois cite, 
et si Ton appele respectivement M^^ M^^ M^^ M^^ le nombre des Solu- 
tions entieresi positives et moindres que n des congrueuces 

ar*+l ^ a^ (mod. n)\ y^+1 ^ *„ (mod» /i); «*+l ^ r, (mod. /i)} 

1^+1 ^ rf„ (mod. /i); 

et par r une radne de la eongruence -rr—r ^ (mod. /z) , on aura 



9C=l 



Mais les quantit^ il/i ^ il^a 9 ^3 » ^4 > peurent s'exprimer en fonction de 
A^ Bj Cj Dy r comme nous venons de le voiri pour le troisieme degr^« 
Et Gomme les quantit^^^ B^ Cj Dy r, peuvent 6tre ^iiminees a l'aide de 
la eongruence r* — 1^0 (med« n) et des 6quations 

A+B = -i + i^n; C+ß=~i74/"/i; 
4/j = /i + ^(l+4^ + B(l+4ß) + C(l+4C) + D(l4.4ß); 

et que Ton a 

on obtiendra enfin apres Telimination^ 
y^ - 1,4-3 _ 
3 ~ 

On peut appliquer les memes prinoipes aux oongruences des degr& 
superieurs« En effet, si Ton exprime respectivement par Mg^ JU^f .•^.M.^ 
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le nombre des Solutions (entieres^ positives ot moinclres que /t) des oon^ 
groeuces 

ap« + l = ö, (mod. a/i + 1); /•+! =4 (mod.a/i+1); •..• 

..«« 1^ + 1 ^Ä„ (mod. ö/^ + l); 
(dans lesqiielles nssa/i-}-! estun uombre premier) et si Ton s^pare la 
partie reelle de la partie imagioaire dans les valeurs de Jy Bp Cp ete, en 
posant 

^^/'i + fii^— 1; fi = />2 + />2/'— 1; C=/>3+f3v^— 1 etc., 

on aiira 

• . • • etc. 

Slaintenant pour les oongruences du degr^ a, outre llnt^grale 

S (üc'+ty^f on devra aussi consid^rer les integrales 2 (^+1)^; 
2 (x''+^)^9 ®' ^°^^ ^^ *"^^^* Ou ^^^^ les integrales 

9c=0 yssO 



S 2 2 (^"+y* + «"+!); etc; 

9cs=0 yz=0 Z3=0 

et comme toutes ces integrales se reduisent, d'un c6te h Stre oongrues 
(selon le module n) ii des coefficiens du developpement du polynome, et 
que d'un autre cöte on peiit les rendre congrues (selon le mSme module n) 
^ des expressions de cette forme F(M^p M^^ '^a4*'*) i^^ indiquant par 

r une racine de la ^ongruence -»37- ^ (mod^ ;i) , on exprimera toutes 

ces integrales de deux manieres par Vif pi, jif Ptf 929 Pz$ 9if etc., et 

par les coeffidens du d^Teloppement du polynome« Mais si Ton ^limine 

toutes ces quantites ä Taide de la congruence ^ — 1^0 (med. n) et des 

^quations 

tJ^A + B.....+R = 0, 

«••••«•• etc* 

qui se deoomposent cbacune en deux ä l'aide des equations 

ereile's Journal d. M. B<L XII. Hit 3. 33 
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ji=spt+9t^—t; B s= ^,+f,/^— 1; C =r ;i, + f,/^— 1, etc. 
im «ora akm antut d'^quatioos qu'ü en taut pour SimiMr toataa 
qoantit^, et fl ne rotera qoe les quanth^ iV^ , iV, , etc. qoi aeront ton- 
tes donn^ par des eongraenoes de la forme 

Ng^B (mod. n)i iVj^y (med. n); A\^ P (mod. n); 
et aiosi de satte» 

Les quantttÄ B^ y, P, etc. ^tant toutes coimaes^ on d^ermioera 
par ^ J^if J^ty ^3 atc» 4 Taide de ces coDgruenoes^ et les coefficiens 
des ^quations auxiliaires s*en d^diiiront sans dilEcuIt^ 

puoique ce Memoire ne seit destine qu'ik la recherche de h valeur 
de quelqms integrales d^Coies aux diffi^ronces^ qui d^pendent d'equatioiis 
d^emuD^ ou ind^tenmn^es , et que nous ajons rintention de reprendre 
oe sujet plus g^n^ralement dans ime autre oocasioD^ o^endaat nous ne 
terminerotts pas ce Memoire sans indiquer quelques formules assez g^e- 
rales propres ä d^terminer les yaleurs des int^rales d^fiaies aux diff)^« 
rences, et nous reserverons les details et les dereloppemens pour un tra- 
Tail special« 

On sait que tant que x^-^y od a 

\x = sinx — isin2jr-{- jsin3jr — |8iD4x-f- etc. 
et par suite 

un • un j « 2un . • • 3un , • 4un , 

^=sin2;;"-Jsm-2^ + l8m^-.Jsm — + etc. 

et eette ^quation sera vraie en donnant ä u toutes les valeurs 1^ 2, 3^ • • . 
• • • n — !• 

D'ou Ton d^duira 






• • 



± — 2 sm^TT— + etc. 
P »=1 -''* 



Maintenant il faut remarquer d'abord que lorsque pz=i2sn, on 
aura toujours S sin-^-^ = 0; puis on aura toujours 



i-ssb^=^ — !^^^: — r, *" =:^. 
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Et comnie le denominateiir de ^ ne devient z^ro que loraque pz:s2sui et 
que (lans ce cas ^= 0, od fera abstraotion de ce cas. 

A präsent p^s^m^ donne ^ssO; ;'s=4/7i -{-2) doone Ass 
— cot|^; />ä4/?i + 1 donne ^s=j^ cot ^—-^; /)s=4i71—1^ donne 

j4 z=z rr^ cot j^ 4- ;r-5 d'ou enfin on tire 

2.4. /i pssl l*P+2) ♦ ;,sl 2(4p + l) 4n 

BSSOO 4 pwSlOO S VmSmOO M 



La th^oreme de Parseval peut se r^duire aux integrales d^nies 
aux diff^rences chaquefoia que les deux s^ries sur lesqiielles on opdre sont 
compos^es d'un nombre fini de termes. En effet soient donn^ les 
deux series 

*.+^+i? +i =^(^). 

On sait que -rf = S (co8-^^+ yT—t «n-^i = 0, tant que 

^ ^Z' 1 ®t que lorsque c = on a ^ ss yc ; si Ton substitue dono 
co8-^ + /^ — Isin-^ pour x dans les produits ^(x)i^(— ), on aura 
des termes de la forme o^o^o^h^i^i '*** 4* ^t^* puis des termes de la forme 

^(cos-^ + 1^ — 1 sin-^) « et enfin des termes de la forme: 
\ p » p n 

et si l'on fait /9 = /t + ^ + l il ^^ ^^^i^ ^"^ ^ s^i'd toujours moindre que 
77i-)-/z-)-l; et parsuite en prenant Vint^grale finie dans les deux mem^ 
bres depuis / = 0, jusqu'a ^ = /2 + m + l, on aura 
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On pourrait donner k oe tli^ordme la mdme forme qu'au th^orSme de 
Parceval en ^orivant 

n r^ulte da lä ee ih^rSme (qiu est rrai meme lorsquc les fonc« 
tions (P(x) et ^(— ) soot compos^es d'im nonibre infini de termes) ^^que 
9^ Von a toujours^ quelle quo seit la valeiir de n, 



^^(oa.H^-/'-lrin^).r(oo.2^+/--UinH^).» 



n est dair qua dans Tanaljrse prMdenta on pourrait arrirer k la 
limita par rapport ik is et m et qu*en passant des diflferenoes am difS^- 

mentielles on obtiendra le th^rdma ^Varsetal. En eflet fiiSsant ^^^^ 
9a Sj Ä-f-iw + ls»— , ynxszui /«=— les Umites jrsO, ^ssis+m+l 

deviennent — «BOf -j-'^^+w + lsss— , et passant des diffi^rences aux 
difESrentielles on aura i^s^du, et partant 

«0*0+^1*1+ ^2*1+ etc. SS jjjy^[f (O0SW+/'— lsmii).lT[cosw— /"— Isinii) 

-}-9(cosa— /*— 1 sinii)«F(cosa + /*-*lsanir)](f n» 

On poumdt da mdme par aas formales troorer des expressions 
analognes au th^rdma de Faurier, exprini^ seulement en integrales 
aux diffiSrenoeso En effet iStant donnees les deux s4ries 
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fX+l 



1 — 



— .tL. =r i+i + i-+ etc. 
y 

quo ?on suppose toutes deux compos^ d*un nombre n fini de termes, 
on aura par la formule que nous avom trouvee pr^deroment 

et par suite (cd faisant x=:0) 

' \ l—t« »»+» / 

Si dans oette expreesion on feit /i = <» et qae Ton paue des di(-- 
förenoes tux diflEi^rentieUes» on trouvera la formule 



'''^'^ *" 2*1/. 1-.,X-* 



qtte nous arions dHjä donn^ dans le Tome XXVIII. des MSmoires de 
VAcaäimit dt Turin, 

Cnfin n est dair qu'on aura aiusi r^ation 



2ii+i 

qin SO pretera focUement aux applications 
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19, 

Theorie malhematique de la Chaleur. 

(Par !!• Poisson, k Fans.) 
est le prdambale d*QB ovmge actaellement sou presse, et qni ptntira in 



JLia PyromeMe de Lambert oontient les premieras applioatioDs que Ton 
a faites du calcul k la theorie de la chaleur ; elles ont pour objet la dF- 
stribution de la chaleur dam une harre, et la comparwoii des quantit^ de 
chaleur rayonnante que le Soleil envote k la Terra et aux planetes pendant 
leurs r^Yolutions entieres oa des parties de chaque r^volution« L'auteur 
fait voir que ces quantit^ sont li^ a la premiere loi de Kepler y sui- 
Taut laquelle les aires d^orites autour du soleil , par le rayon vecteur 
de chaque plannte, sont proportionnelles au temps employ^ k les d^crire* 
Relativemeut aux temp^ratures des points d'une harre souinise k des sour- 
ces coDstantes de chaleur, il montre comment elles peuvent Stre expri- 
mees par des formules qui satisfont aux exp^riences. Blais Lamberl n'a 
pas cherch^ k d^duire ces formules de requation diffiSreDtielle d'ou d^ 
pend la temp^rature d'un point quelconque, quand la harre est parvenue 
a un ^tat permanent. La forme de cette equation, et celle de T^quation 
aux diffl^rences partielles qui a lieu pendant que la harre s'^auffis ou se 
refroidit, ont iti indiqu^ par M« Biot^ en 1804, dans Fextrait d'un m^ 
moire sur la Propagation de la dialeur^)» M. Bht les a d^duites du prin- 
dpe de Newtofiy sur la communication de la chaleinr entre des corps juxta- 
pos&, qu'il a etendu aux tranches contigues et infiniment minces de la 
harre« II integre l'^quation relative k T^tat permanent, puis il y^fie, sur 
ses propres exp^ences et sur celles de Rumfardj la toi des temp^ratures 
qui resulte de cette integrale. 

Ces Premiers essais, et Ting^nieuse theorie des Behanges de chaleur 
rayonnante qu'on doit a M« Pierre Prevosty de Geneve, constituaient toute 
la th^rie math^matique de la chaleur, lorsque Faurier s'en est occupp^ 
dans un memoire envoy^ k Tlnstitut en 1807, et ensuite, dans la pidce 

^) Bihlioth/que hriianniquB , tome XXVIL 
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couroBü^ par ce corps sarant au commeDcement de 1812 ^)« Far le 
noRibre et lavariet^ des question que Tauteur a consider^i oetteth^rie 
est devenue alora une branche nouvelle de la Phjsique mathdmatique« 
Courier a trait^ de nouveau une partie de ces question dans sa Theorie 
analtftique de la Chalsur. Les volumes de rAcademie des Sciences et 
ceux des Annales de Physique et de Chimie^ qui ont paru depuis oet ou- 
vrage, contiennent aussi d'autres recherches de Tauteur sur le meme sujet, 
relatives principalement k la chaleur rajonnante et a la clialeur dela Terre. 
Laplace s'est occupe de la theorie de la ohaleur peu de temps apres 
Faurier. Dans une note imprim^ en 1810 ^^^ il eonstddre la propaga- 
tion de la cbaleur dans Tint^rieur des corps comme le r^sultat d'un rajon* 
nement mol^culaire qui s*^tend au-deU des moMcuIes les plus voisines, 
a des distances finies , mais insensibles ; et il montre comment cette ma- 
niere nourelle d'envisager la question peut conduire 4 T^quation aux dif* 
f^rences partielles d'ou depend la loi des temp^atures dans Tinterieur des 
Corps. II indique aussi ^ mais fort incompletement ^ un moyen de former 
r^quation g^n^rale relative k leur surface, que Faurter avait pr^demment 
donn^e sans demonstration* Dans la Connaissance des Tema de 1823, 
et ensuite dans le livre XI« de la Micanique Celeste^ Lapl^ice s'cst occupe 
de la resolution de ces deux ^qnations, appliquees au cas d'une spbere ho- 
mogene et dont la superficie est partout la mdme^ qui a ^te primitivement 
^chaufT^e d'une mani^re quelconque. La Solution g^n^rale qu'il a donn^e 
de ce probidme oomprend celle de Fouriery qui se rapporte au cas parti* 
culier ou la temp^rature des points de la spbere ne dopend que de leur 
distance k son centre; eile est fond^e surl'analyse que Tauteur avait em- 
ploy^e autrefois dans la question du flux et du reilux do la mer^ et prtS- 
sente une nouvelle application de cette analyse^ dont le caractere special 
est d'exprimer la valeur g^n^rale de Pinconnue de cbaque probleme^ par 
la somme d'un nombre ind^fini de valeurs particulidres. Je suis parvenu 
au meme r^sultate^ dans mon second memoire sur la Dütribution de la 
Chaleur dans les corps solides **^), par une analyse differente et moins 
simple, mais qui avait cependeut quelque avantage, et que Laplace a re* 



*) Memoires de VAcadJmie des Sciences, tomes IV. et V, 

**) PUmoires de la premihe classe de Vlnstiiut , anoie 1809 , page 332. 

**^) Journal de VEoole Pofyiechnique , 19. cabier. 
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gardee comme iine confirmation do la sienne. En appliquant oelte solu« 
tion generale au globe terrestre» fl a 6i6 oonduii A partager ropinion de 
Fourier, qui attribue d la chaleur primitive de la terre raccroissement de 
temperature qu'on obserye ämesure qu'ou a'enfonce au-dessous desasuiv 
fsice, et dont la grandeur n'est pas la meme dans touies les localit^« Main 
pour qu'on seit oblig^ de reoourir A une pareille explication de ce ph^oo« 
mcne, il faut qu'on ait prouT^^ d*une maniere complete, que si la Terre 
etait parvenue i 8on ^tat final ^ un tel acroissement n'aurait pas lieu en 
rertu des causea permanentes qui influent sur les temp^ratures de ces diffe« 
rens points ; e^est pourquoi je me suis Hrr^^ comme on le vera dans la suite 
de cet ouvrage^ & un examen approfondi de ces diverses causes^ parmi les 
quelles fl 7 en a qu*ou n'avait pas enoore consider^es^ et dont les effeta 
ne pourront etre appriSci^ qu'apres de tres longa intervalles de temps« 

Dans cette iudication succincte des principales recberobes des g^ 
mStres sur la thiSorie de la chaleur , je ne dois pas oublier de faire men« 
tion d'im memoire pr^sent^ r^cemment a l'Institut par M. Larndf profes« 
scur de Physique a TEcole Polytechnique» L'auteur a determin^, dans 
ce memoire ^) , la loi des temp^ratures de tous les points d'un ellipsoi'de 
homogene parvenu d un ^tat permanent; et il a trouv^ que Texpression 
de cette loi depend des fonctions elliptiques ; ce qui ne s*etait pr^sentd jus» 
que lä dans aucun probleme relatif ä la distributiou de la chaleur dans un 
Corps de forme donn^e. 

Je me bornerai^ dans ce preambule, d cea dtations; elles sufBront 
pour qu'on puiase connaitre la premiere origine de la partie de la science 
que je vais traiter, Textensien et Timportance qii'elle a acquises dans ces 
demiers terops^ et son ^tat actuel« Je laisserai au lecteur A comparer les 
principes d'oü Ton ^tait parti jusqu'a present et les r^ultats qu'on arcut 
obtenuSy aux principes et auK r^sultats qui seront expos^s dans cet ou- 
vrage. Ea lui donnant le titre de Theorie mathimatique de la Chaleur, 
j'ai Toulu indiquer qu'il s'agira de d^duire, par un calcul rigoureux, toutea 
les cons^quences d'une bypothese g^n^rale sur la communication de la 
chaleur I fondee sur l'exp^rience et Tanalogie» Ces consequences seront 
alors une transformation de Thypothese mSme^ a laquelle le calcul n'ftte 
et n'ajoute rien} 9t leur parfaite conformit^ areo lea ph^nomenes obser- 



♦) Tome V. des DlJmoires prJsenUs ä' TAcadimU dti 
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ves ne poorra laisser aucun doute siir la veritie de la theorie. Toutefois, 
pour qne cette theorie fAt complete, il faudrait qu'elle comprit la determination 
des mouvemens produits par la chaleur dans les fluides aeriformes, dans les 
liquides, et mdme dans les oorps solides, mais les geometres n'ont point 
encore aborde cet ordre de question, d'une grande difficulte, auquel se rat- 
tachent le phenomene des vents alises, celui de certains courans qu'on ob- 
serve dans la mer, et les variations diurnes du barometre. Dans Tetat actuel 
de la science, la theorie mathematique de la chaleur a seulement pour objet 
la communication de la chaleur de proche en proche dans Tinterieur les corps 
solides et des liquides, et ä distance entre des corps differens : sous ce double 
rapport, je n'ai rien neglige pour que cet ouvrage fät aussi complet qu'on 
pourra le desirer. 

Les donnees necessaires pour r^dnire, dans chaque cas, les formules 
eu nombres, sont la chaleur specifique, la mesure de la conductibilite dans 
Finterieur des corps, et celle du pouvoir rayonnant ä leur surface. La chaleur 
specifique a ete determinee pour un grand nombre de corps solides, liquides 
ou gazeux, par differens procedes qui sont exposes dans les traites de Phy- 
sique ; les notions qu'on a jusqu'a present sur la conductibilite et sur le pouvoir 
rayonnant sont beaucoup moins precises. Independemment de ces donnees 
physiqiies, relatives ä chaque corps en particulier, la theorie emprunte encore 
a Texperience la loi de Temmission de la chaleur a travers les surfaces des 
corps. Sur ce point, j'ai adopte la loi generale en fonction des temperatures, 
que MM. Dulong et Petit ont donnee dans le memoire qui a remporte le prix 
de TAcademie des Sciences en 1818*); ouvrage que Ton regarde, a juste 
titre, comme un des plus remarquables de la Physique experimentale , seit ä 
raison de Timportance et de Tensemble des resultats, seit ä cause de la 
precision des observations et des difficultes que les auteurs ont surmontees. 
En vertu de cette loi, la communication de.la chaleur entre des corps ne 
depend pas simplement de leur temperature relative, comme on Tavait admis 
pendant tong-temps, d'apres le principe de Newton, suffisamment exact dans 
le cas des temperatures ordinaires, mais qui s^ecarte de plus en plus de Tob- 
servation ä mesure que les temperatures sont plus elevees. L'analogie porte 
ä croire, et j'ai suppose^ en effet, qu'il en est de mdme dans Tint^rieur des 
corps; et quoique la communication de la chaleur ny ait lieu qu'entre des 



*) Journal de VEcole PolUechnique, 18. cahier. 

Crelle*s Journal d. M. Bd. XII. Hft. 3. 34 
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molicules ti^es voisines, dont les tempöratures sont tres peu differentes, la 
conmdiration des carres de leors differences donne naissance, neanmoiiis, ä 
des termes que j'ai determines, et dont romission rendait incomplete l'^quation 
des temperatnres int^rieures, teile qu'on Tffvait donn^e jusqu'ici pour les 
Corps homogenes. 

Cette Thiorie mathematique de la Chaleur formera la seconde partie 
d'un Tratte de Physique mathematique^ oü je me propose de considerer suc- 
cessivement , sans m'astreindre ä aucnn ordre arröte dWance, les diverses 
questions de la Physiqae auxquelles je pourrai appliqner Tanalyse. La premiere 
partie de ce Tnüt^ est la Noueelle (haarte de VAction capiUaire, publiee 
en 1831. 
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20. 

De usu legitimo formulae summatoriae 

Maelaurinianae ^). 

(Auct. Dr. C G. J. Jacobi, prof. ord. inath. Regiom.) 



1. 

ISeries semiconvergentes, quibus Geometrae ante hos centnm annos computare 
docuerunt summas, quae magno val infinito numero terminorum constant, eo 
maxime se commendant, quod signis alternantibns procedere soleant; ita ut 
Serie usque ad ittum et usque ad (it+l)tum terminum computata, alter eins 
valor maior, alter minor sit valore summae quaesito. Unde cognoscuntur 
limites, qnos extfedere non potest error commiBSUS, si in certo termino seriei 
summatoriae computationem sistis. Frequentnr illud observatum, tantam casibus 
specialibus, ni fallor, demonstratum est. Quod quoties locnm habet, tutuo ac 
legitime ad calculandnm summae valorem numericum seriae uti licet, quamvis 
constet post certum terminorum numerum eam fieri divergentem., Hinc operae 
pretium videtur, paucis demonstrare, quomodo est observatio precaria, ad certam 
et accuratam regulam revocetur. 
Nota est formula 

in qua positum est 

/7. = 1.2.3....n, v*-)(x) = :^:^. 
Posito —h loco hj simulque —t loco t^ formula illa abit in hanc, 

2. tf>{x-h) = v,^a,)-v.'(x)A+v"('«')^-(-l)Vn«)-^ 

Sil . " 

V>{x) = JJ{x)bx, yf(x)-yf(x-h) = <pix). 



*) C. Madamin treatiM on flmdona pg. 872. $. 828. 
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ac snpponamus, esse x—a multiplum ipsius h, quod sequentibus semper po- 
sitivum accipimus, erit 

3. 9>(a+A)+9>(ö+2A)H hq>ix) = V(«)— V^C») = V(^)? 

quam summam generaliter designemus per 

exclnso valore infimo (fia)^ incluso extremo q>{x). Qua adhibita notatione. 
est e (3.): 

4. :S''(p{x) = ip{x) = f^f{x)dx. 

a fc/ a 

Habetur autem e (2): 

5. q>{x) = tp(x)—ip(x—h) = 

sive com sit 

tf/{x) = f{x)^ ac generaliter V'^-^"*^ (a:) = /"^-^ (a:), 

erit, divisione simul per h facta, 

6. ^ = /^(a,)_/-(x)-*-+/-'(x)^....(-i)-r-«(x)-^ 

Si in hac formula loco o; ponimus a+h, a+2h^ a+Sh, .... o:^ atque sum- 
mationem instituimus, obtinemus e (4.): 

a * J a h 

2. 
Sit iam, evolutione facta, 

multiplicatione facta per 

nandsdmnr relationes seqnentes, qnibns cofifficientes a. aliae post alias de- 
terminantnr, et singolae qoidem ex antecedentibus binis modis diversis, 
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9. 



J_ 

j_ 



*-^+«' 



-f 



1 a, 



71. n. 






u, ' il, Ji. 



= 0, 

= 0, 

-«2 = 0, 



= 0, 



1 



1 






1 



1 



+ 



il(2m— 1) JI(2«— 3) 



(-l)-«. = 0, 



_A-....(-l)-«^ = •• 



Harum relationum beneficio fit, ut si in formula (7.) loco f{x) ponimus 

fix), \r{^)K «l^(^)Ä^ -«»rw**, .... (-lr*a«/^->(a:)Ä^ 

atqne simul loco n ponimus 

«, «—1^ «—2, «—4, .... «— 2m; 
instituta additione, in altera aequationis parte sub signo summatorio , quod 
extra Signum integrationis invenitur, abeant termini ducti in 

f'{x)k, rW*'. r{^)h\ .... r"'^*>(a:)A'-»^ 
Unde si statuimus 

H = 2m +2, 

post factam additionem indicatam evanescit summa integra, quae in altera parte 
aequationis (7.) extra Signum integrationis invenitur, excepto termino primo 
JS''f{x\ atque prodit formula memorabilis: 

A 

posito 

Seriem ad laevam aequationis (10.) Cl. Maetaurm olim ad valorem 
summae S^'f^xY computandum proposuit. Aequatio nostra insuper errorem 

assignant commissum, si in certo termino seriem sistis. Qui error cum per 
integrale definitum exprimatur, plerisque casibus de magnitudine eins indicare 
licet. 
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Numeros a^ notum est omnes esse positives. Facta enim integratione 
sequHar e (8.): 

12. logG^-eV = logÄ+i«,A'-ia,**+i«j*® 

= IogA+log[l+i-(Ay+^(|)V....] , 

h_ _h 8 5 

sive, expressione e'^ —e ^ in factores infinites resoluta, 

13. iay-ia,h*+ia,h' = :s'' \og(i + j^,) , 

ipsi p tribntis valoribns 1, 2, 3 us^e ad infinitum. Hinc habetur 

14. ^a^==.^-^^«-5jj. = ^^-^[l+.^ J. 

Unde facile etiam assignas limites, quibus quantitates a^ includuntur. Ha- 
betur enim 

i— <^i4.-L(':s:*-L-i'l 

!m-f2 ^^ *T 2^** \ fl' / ' 



sive cum sit 



eril 



P ^ ' 



,70 1 ^ \\ ^ (!^ __\ \ 



^^' r3iiV« <i^«< r2fiy- L*+3*^2Ve vj 



unde 

Qui limites facile, quantum placet, arctiores redduntur. 

3. 

Accuratius examinemus expressionem T». Qui posito 
a52«+2 1 /p2«+i aj2« /c*«-2 

lO. ^2m-fl ^^ " 

fit 



16. r,„+, = -«- — -+-Ö-77 — +«i-ff — «ifT (-ir^^'ß^-ö-i 



17. r^ = Ä'-+»;f^^, (iz±) . 

Notum est, et facile e (10.) demonstratur, designante x quemlibet numerum 
integrum, esse 



((2»+l) ' 



siquidem argumenti x incremetum A = l statuimus. Casu vero nostro, quo 



a:= -^-, 



atque per integrationem f valores omnes a usque ad A induit, erit x 
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quantitas fracta negativa , inter et — 1 posita. ' Quo . casu non amplius 
definire licet expressionem X2m+i{^) ^ snmmam. Nihilo tarnen minus valet 
aequatio 

,19. xu,,.{x+i) = xZ^+^^^^, 

quicunque sit valor ipsius x. Nam cum aequatio illa, designante x integrum^ 
e (18.) sponte pateat, ideoque pro diversis ipsius x valoribus innumeris valeat, 

identica illa esse debet. Statute autem x = — ^, et multiplicatione per 

ik^*^^* facta, fit ea e (17.): 

unde 

21. r« = 

hn(2m-j-2) 2 i7(2»4.l) JlTm iI(2«-2) * 2 ' 

Qua expressione ipsius T^ coUata cum superiore (11.) 9 videmus, ita com- 
paratam esse ipsam T^, ut posito h—t loco t immutata maneat. Habe- 
tur igitur 

sive 

X2«+l(«-l) = X2«+l(-a?). 

Quae abunde nota sunt. Et constat facile exprimi ipsum T^ per solas 
dignitates pares ipsius t—^^ quae , posito h—t loco t non mutantur. Quam 
obtinent expressionem per formulam, que sponte patet, 

ubi per Signum S[f{x\ K\ intelligo, argumenti x accipiendum esse h in- 
crementum. De qua formula, posito 

obtines : 

o-ir ..('-4)-».j'-irv' 



•■• Ä 17 O TT T^ O 



• • • • 



*fl(2m+2) 2 /T2» 8 JI(2m— 2) 

.... (-l)-(l-.^)«2^ ^ +Ä'-+»Const. 

Addo, com T« posito h—i loco < non mutetor, theorema nostram (10.) 
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etiam ila exhiberi posse: 

= 2" fix)+f''T,2'f^+^>{x-h+t)dl 



a 
h 



4. 

In theoremate nostro (10.) seu (25.) cum valores ipsius / tantum 
inter et A positi considerentur , iam demonstrabimus , in quo cardo rei 
nostrae vertitur, pro omnibus Ulis valoribus ipsius / ipsum T^ Signum non 
mutarc. Quam ita* adornare licet demonstrationem. 

Habetur 

26- t1i^~t=^! = «;ft(^-i)+«';f3(x-i)+«*x5(a:-i)+-... 

Quae. designante x integrum, sponte patet evolutio e (18.), eum sit 

1 — e 

ipsius X incremento = 1 posito. Unde cum aequatio (26.) pro innumeris 
ipsius X valoribus valeat, pro natura functionum /(ar), quae sunt rationales, 
integrae, finitae, eadem pro quolibet ipsius x valore valet. Sit iam 

a:' = \—Xj 

eril 

07 i — g^* 1 — e-^^ 1 — e^^ e^ — g^'^ (1 — g^^) (1 ~ g>^*) 









Unde fit e (26.), si expresstonem hanc in factores infinites resolvis: 

28. -zxx'lT ^ Y" 4 y^"' = 2[zx,(x~i)+z'x^(x-i)+--]. 

+ 4-p^) 
siquidem in producto praefixo IT denotato ipsi p valores 1 , 2 , 3 , . . . . x) 
tribuis. 

Ponamus 



y = 



-»• 



4p» n*' 
erit expressio snb signo multiplicatorio in (28.), 
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rl 



Quae expresaic evoluta in seriem secundum dignitates ascendentes 
ipsius y aeu i—z^f ooeffidentea omnea habet positiroa, ti xx' positivum 
est. Quo casu i^tur etiam productiim TI^^ faotoribua (29«) conflatum, ai 
ad dignitates ipsius (— i^ eTolvitur, coeffidentes omnes habebit positiros; 
sive cum in es^ressione (2&) productom 11 adhuo dooatur in — xx'z^ 
ooeiBoientes expressioois illius efolutae^ 23St«i4iC^— 1)> erunt positivi^ si 
m est impar^ negativi^ si m est nomeras par« 

Fit autem xx^ s= x(l — x) positiTum pro iis valoribus ipsius x 
Omnibus, qui sunt inter et 1 positi, neque pro illis aliis* Unde 

„tfr/V %2iii+i(* — 1) P^^ valoribus ipsius x omnibus inter et 1 />o- 
^9 sitis positivum f si m est numerus impar^ negativum^ si m est par.^ 

Unde, cum posito x=l^^ sit f inter et A, si op inter et 1, sequitur 

e (17.) inwemento h semper positivo aocepto, 

yypro Omnibus ipsius t valoribus inter et h positis, esse T^ posi- 
^^tivum, si m sit numerus impar, negativum^ si m sit par.'* 

Et hinc profeoti sine uüa negotio iam de formula nostra (10.) de- 
duoimus hoc theorema« 

T h e r e m a. 
^ Proposita summa 

„2V(^) =/(a + Ä)+/(« + 2Ä)+/(a + 3Ä) .... +/(arV 

a 

j^^uoties expressio 

f,pro valoribus omnibus ipsius t inter et h positis neque in i^finitum 
fyobitf neque Signum mutat: excessus seriei summatoriae usque ad 
^^^^-^2)*^ t^minum productae super volarem summae propositaSy 

„/'rfa^{^^iA*) + ai/'(*^)Ä~a,/'(x)A' .... 
.... (— l)"+'a„/'»"'(*)ÄM-Z'/(*) 

' a 

Crette's Jouro«! d. M. Bd. XU« Hft. 5. 36 



270 20» G. Gf /• Jaeobi, de u§u Ugitimo formulae 9ummatoriae Madaurinianae- 

jyidem signum habet atfue 2'/^"+^^(j? — t), si m est numerus impar^ 

a 

f^signum conirarium, si m est numerus par^ 

Qood e8t.de re, quae satis ragis ratiodniis traotari solet^ theorema 
rigorcMnim et aecuratufln* 

Vocemus S^ valorem tesriiA Madaurinianae usque ad (m4"2)tum 
tenninum productae, 

Seqnitur e theoremate inyeiito hoo: 
yySi utraque expressio 

jfpro vaJoribus omnibus ipsius t inter et h positis negue in inß- 
y, nitum abit neque Signum mutat, idemque ulrit/ue signum suppetit^ 
f^summae propositae S'/(ir) valor inclusus est inter valores G„_i 

jy et t^nt • 

Idem extenditur ad casum generaliorem^ quo indicum m differentia est 
ntimerm quilibet impar. 

Facile patet^ esse generaliter 

30. J*J(p(x)dx ^y*^^X''(p(x—t)dt. 

ünde 81 S*/t^^^*J(ap — 0> w * '^*®"^ et ä, neque signum miitat neque 
in mfinitum abit ^ idem etiam signum erit integraK 

porro e theoremate invento idem signum est expressioni 

a 

Hino habemus theorema: 

,fSi "2/" ß^"""^ (x — /), quoties t inter et h^ neque Signum muiat 

ff neque in infinit um abit, exeessus G^^^X'^ f(x) signum contrarium 

a 

,9 habet atque terminus seriei Madaurinianae, qui ipsam G^ proxime 
^ continuat. 
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GaBibus, quibus pcae cetera appitcatur series suimnatoria Maclauriniana, 
conditionibt» antecedentibus stabilitis satisfieri solet« Quibus igihir casi* 
bus de erroris limitibus tibi ooDstabit, atque seriei tutua et legitimiu 
usus erit. 

Corollariuxn. 

Apponam summas dignitatum imparhim numerorum naturalium sive 
iuDCtionum H^^m-^i) 7^-^i(^) 9 expressas per quantitatem 

Fit 

2'x* = Ja» (« — 4) 

2'x» = ftttV — |tt' + 3« -I) 

2'x"= Äu'(a»— »»ö* + W«' — x«' + ^'«— 1) 
etc. etc. 

Quae expressiones maxime in inferiorum dignitatum sununis eo se cotn- 
mendant, quod earam terminoram numerus duobus minor sit atque rul- 
garium formularum. 

Ad continuandas expressiones obserro, si 

haberi; 

2/»(2;»-l)a, = (2/,~2)(2/»— 3)Ä,-/)(/»-l) 
2p(2p-~l)a, = (2/,-4)(2/.-5)4,-(p-l)(/»-2)*, 
2p(2p-l)a, = (2p—6)(2p-7)b,-(p-2)(fi^3)b, 

2p{2p—l)a^, = 5.6^3—3.44^ 

= 3.4Äp_j--2.3Ap_,. 
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Hamm relationiiin ope^ cognitn o^, ooeffidentes b^ aBte pott aliai 
computantur« Caiculus et retro institui potcst, cum coefficientam postre- 
mum eandem habeas otque in forma vulgarii quae aecimdom digmtaftea 
ipsius X procedit* 

Expressiones similes summarum parium dignitatum obtines ex anto- 
oedentibus difFereutiaiido, cum &it 

Relationes anteco« ioter quautttates a et & fadle e noto theore« 
mato inTeuiuotur, quod summa numerorum naturalium ad dignitatem im« 
parero elatorum bis difFerentiata, reiectaque oonstante et per constantem 
difisioue facta^ prodeat s^muna numerorum natmralium ad dignitatem im» 
parem proxime minorem elatorum« 

Ex üsdem relationibus ipso conspectu demonstratur, expressiones 
propositasi sicuti in exempUs appositis videre est^ altemantibus signis pro- 
cedere. Quippe quod, ubi in ulla valet, e natura relationum istarum 
etiam de subsequentibus omnibos Talebit. Unde quoties u est quantitas 
negativa^ expressionum termini omnes Signum idem babent^ quod e signo 
dignitatis supremae determinatur. Biiio petitur demonstratio nora magis 
elementaris tbeorematis supra propositi, expressionem T^ pro ipsius t ya* 
loribus Omnibus inter et A positis Signum idem serrare« 

Residui seriei summatoriae Madaurinianae expressionem a nostra 
diversam dedtt ilK Poisson in oommentatione egregia „Sur le caletU nun 
merique des hdegrales definies*' (Aoad. dos Sciences Vol. VI, pag. 571 sqq.). 

D. 2. Juni] IS34. 
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21. 

Memoire sur une formule d^analyse. 

(P«r Hr. Joseph Liouville k Faris.) 



1« Uans mon memoire sur quelques qaestions de Geometrie et de 
Mecanique, f ai donn^ la formule 

dans iaquelle /t est >>0 et ou FCft) repr&ente, suirant la notation de 
Legendre^ rint^grale Eul^ienne de seconde esp^ / ^^* ^^^ ^^* Cette 

r^lation entre les d^riv^ d iodices quelconques et les integrales d^nies 
est UDO conseijuence presque immediate de notre d^fioitiou des differen- 
tielles. On seit qa'apres avoir remplac^ la fonction <p{x) par an certain 
developpement en s^rie de la forme ^J^e"^^ nous r^gardoos Pint^grale 

(p{x)dx^ comme la representation abregee de la serie nou volle S^^^— ^^ 

qui se d^duit de la premiSre, u Taide d'une Operation trds simple. D'a- 
pr^ la demoDstration doTelopp^e au ZV'*'* cahier du Journal de TEcole 
pljrtechnique, page S.^ direrses conditions doivent Stre remplies pour que 
la formule (J.) soit exaote* 

V. II faut que dans le d^reloppement exponentiel SJ^e"^ de la 
fonction (p(x)y les exposants m soient tons de la forme m s= — /> + 9"/* — U 
c'est-ä-dire que la partie reelle de oes exposants doit etre negative: 
quant A la partie imaginaire de m, son signe et sa grandeur importent peu* 

'i""* II faut en outre que se developpement conserve la memo forme 
n Ton change x ea X'\'0l et que Ton attribue ensuite & a une valenr 
reelle et positive quelconque« En d'autres termes^ il laut que r^galitd: 

(P(a? + a) = S^«e«c*+»> 

subsÜBte pour toutes les valeurs de a comprises entre et -g-« 

2. II y a plusieurs manieres de parvenir ä la formule (^O: elles 
conduisent en g^n^ral k des r^sultats semblables« Gelle que j'ai adopt^e, 
dans le memoire cit^ plus haut/ me parait la plus simple et la plus directe 

CrcUe's Jonmal d. M. Bd. XII. Hft 4. 30 
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de toutes* On peut encore demontrer notre th^reme en regardant Tin« 
t^grale j (p{pe)dx^ comme la vraie valeur d'ane expression reduite A la 

forme §, cooform^ineiit A la tfi^orie que j'ai expos^ dans im autre en« 
droit. En effet si la fonction (p(j:^) ne contient dans son d^veloppement 
exponentiel S^»^"** quo des exposants de la forme m s=s — p^q/* — J^ 

on seit que la vateur de Unt^grale A (p(jr)i/a^ corncide avec celle que 

Ton obtient en faisant A = dans la suite infinie 

en Sorte que si la quantit^ h est suppos^ inGniment petite, on a rigou« 
reusement 

/V*)rfa^" = ^((P(ar) + ■f<P(a^ + Ä)+^iif±l^(P(* + 2A)+....). 

En designant par T^ 1e terme g^n^ral de la s^rte 

OD aura 

et r^galit^ prdci^dente deviendra 

Maintenant il faiit obsorver que ^^ est une quantit^ infioiment pe- 
tite puisque /i est ^0« li resulte de lA qu'ou peut, sans erreur sensible, 
faire abstraction d'un nombre queloonque des premiers termes du second 
membre de notre ^quation, et tenir oompte seulement des derniers termes 
qui, ^tant en nombre infini, donnent un produit fini lorsqu'on multiplie 
leur somme par hf*. Seit donc p un nombre entier aussi grand qu'on 
Toudrai et il sera permis d'^crire 

Mais lorsque n est une quantit^ tr^s consid^rable, fexpression de T^ se 
timplifie a Taide des formules connues pour le caleul des. produits com« 
posds d'un grand nombre de facteurs, et devient k peu pr^ 

En y faisant suoeessirement nzssp^ /ZK/i-f-l, etc», on formera les di- 
vers termes Tj,^ 3%.i, etc., et on trourera 



21« /• Liouville, memoire swr un€ formuU tPmnatyse. 275 

Cette ^galit^ prend une forme plus oommodei en ajoutant au seoood meöH 
bre la quantitö 

dont la valeur est n^gligeable a cause du fac(cur ^vanouissant A^» Le 
r^ultat qu'on obtient alon peut etre dcrit ainsi : 

le signe S s'^tendant A toutes les valeurs entieres de /i^ comprises entre 
/2 =5 et ;i = CO« 

Ainsi en attribuant iknlw valeurs successires n=sl, ns=3, /i=s3,.m. 



.>A 



jusqu a /2 =s 009 on a 

11=010 



=1 ^ 

Actuellement posez ;zÄ = a^ et^ parceque h est infiniment p^t^ regardes 

raccroissement // de a comme ^gal h da^ vous transformerez le premier 

membre en une integrale d^finie, et cette integrale sera pr^ds^ment 

f (p{x '{' d)a/^''^ d(u Dono^ en rempla9ant la somme 2 par Tint^grale 

que je viens d'^crire^ r^quation pr^c^dente deviendra l'^piation (J.) quil 
s'agissait de d^montrer« 

Tl. 

3« Dans le Journal de TEcoie polytecbnicjue^ je me suis servi de 
formule {A.) pour ic^soudre plusieurs problemes dans iesquels il s'agissait^ 
au fond^ de d^terminer la fönction <p{x) A i'aide de T^quation: 

J^<P(x-^a)of^^da = F(x), 

F(a:) etant une cfuantit^ connue, assujettie en goudral a devenir nulle 
quand x ssz -{^oo. 

Tour fixer les id^, et iudiquer par un exemple la mani^re de 
proc^der, supposons que f( =s ^ ^ et proposons nous de determiner (p (x) 
par la condiüon 

Comme la formule (^O nous donne 

36* 
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DOiis traoftformeroDS P^quatioa du probleme, dans oelle-oi: 

d'ou nous tirerons: 

1 d* F{x) 



(Pix) 



V^iV^n' dx^ 



Cette valeur de (P(x) oontleot implioitement un nombre illimit^ de 
constaotes arbitraires, 4^ cause de la fonction compl^mentaire qu'on doit 
ajouter aux di£F<^rentielle8 ä indices quelconques^ pour leur donner toute la 
g^ndralit^ qu'elles comportent« Mais parmi les valeurs de <P(x)^ il y en 
a une et une seule qui posscde la propriet^ de diminuer jusqu'ä z^ro 
quand X augmente jusquu l'infini positif ; et c'est celle la dont nous de* 
pons faire choix^ puisque la fonction F(x) etant^ par hypothesei de teile 

nature que Ton ait ^{-qJ^^s Wnt^graley ^^(jp+a)y^> ^* ^ fortiori 

la fonction ^(x) doirent s^annuller aussi lorsque 0? = -^« 
Maintenant si Ton observe que 

F'{x) ^tant Texpression abregee de .^ \ on trouvera par le secours 
de la formule (-^O- 

et on en conclura: 

valeur qui satisfait A la condition <p \-^j =^0, et au moyen de laquelle 
l'egalit^ (1.) aura lieu« 

4« En changeant x eu X'\'(i ^i reportant ensuite dans r^uatioo 
(L) la valeur de (pfor+a) qui eu r^sulte, il vient: 

r^siütat singub'er qui nous fait connaitre la valeur d'une integrale double 
assez remarquabie, et qu'il nous sera facUe de demontrer directemeot 
de la maniere suirante. 
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ChaDgeont a en a? et ß en ß^: d^ignons en outre par ^ l'int^ 
graie douhle cd question^ et doub aurons 

Coiisiderant dooc a et comme Tabscisse et l'ordonn^ d*uQ point 
M appartenant a un plao ^ nous voyoos que Tint^grale est relative & tous 
les points de ce plan, situes dans Tangle des coordonn^ positives« Blais 
rien n'empeche de substituer aiix coordonn^es rectangulaires 0S| ß des 
coordonndes polaires ayant la meme origioe, et consistant dans im rayon 
veotear r et un angle a compris entre ee rajon vecteur et Taxe des cu 
Nous aurons de la sorte 

a' + ß^ = r\ dadß « rrfr rfco, 

et n 

Les deux int^grations s'efFectuent de suite, et si Ton suppose la 
fouction F{x -j- r^) teile qu'elle se r^duise ä zdro quand r = aO| on troove 
^s= — wJP(ar), ce qu'il fallait d^montter« 

5. On ohtiendra des resultats semblablesj en eonsiderant i'^ua« 
tion g^ni^rale 

Cest ce que nous allons prouver« Toutefois dans la vue de simplifier 
ies calculs, nous supposerons /^^l) ce qui au fond n'alt^era en rien la 
g^n^ralit^ de notre analyse« 

En remplafant, dans l'dquation (2.)j riut^grale d^finie par ea va* 
leur en integrale ind^finie, il vient: 

d'ou Ton tire: 

cur ^ 

Donc en expriniant ä son tour en quadrature d^finie, l'int^grale du se- 
Gond membre, nous aurons: 
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Cette valeur de <p(x) est la aeule qoi puiase 8atis(fure k T^quation 
(2.)f pmsqae nulle autre ne s'acoorde aveo la eonditioD ^Cq) ssO^ la- 

quelle ezige qu'on ait ^(-k-) = 0. ChaDgeons doDC jt en jr -f- oc, et sob- 

stihMMis dans T^quation (2.) la valeur de ^Car + a) einsi obtenue; nous 
tomberons ftur r^gaKt(5 

qoi doit Stre satisfaite ideDtiquement ^ et qa'il e'agtt de v^rifier per ime 
m^hode ind^pendante de la consid^rat^idn des differentielles ü iodices 
quelcooques. Pour cela je designe par ^ la quadrature double qui ^j 
trooye; je remplace a par a% par ß\ et fai: 

Ou transformera les ooordonn^ rectaugulaires o, ß en coordoun^es po- 

lairesy n Ton pose 

a = rooBta, ß =? rsinot) 

et OQ en d^unra 

n 

On effeetue ds^ment rint^gration par rapport vl r^ et poisque Ton aup« 
poae F(ap + r^) = quand r = oc^ ü vient 

Je pose ootMs Z*^ et j'd ainsi: 

Or ce demier rdsuUat, d'apres les propri^tä des fouctions F (Yojez 
le 10^^^ rähier du Journal de TEcoIe poljtechiuquey page 470.) ne diffSre 
pas de r^quation qu'il s'agissait de v^rifier. 

Ul. 
6* La fomiule («^•) doit etre regard^e comme tres importaute 
dans la th^orie des diffiSreutielles a indices qudoooques« C'est en effet 
d Taide de la relation qu'eile dfablit entre ces diffdrentiflles et les qua- 
dratures deCuies^ qu'ou parvient & ramener aux d^riv^ (raotionnaires 
et i\ r^oudre dune maniere directe un grand nombre de questions difB- 
cSese Pactni ces questions^ les unes sont relatives d.la Geometrie et a 
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la M^aique; et ce que nous avons ^crit a oe sujot danB le Journal de 
TEcole polytechnique wfBt pour en donaer une idde^ quoique nous n'ayons 
propose que des exeinples ei^tremement simples« Mais o'est primq^e« 
ment par ses applications ä la th^orie des integrales ddfinies que le caloul 
des diffi^reDtielles u indiöes queloonques peut Stre utile ainsi que nous 
esp^rons le montrer par la suite« 

II existe un grand nombre de formules semblables ik la formule 
(^•) et qui peuTcat ais^meDt s'en d&luire par diverses transformations« 
Nous allons en iodiquer quelques unes* 

7« Dans la formule (^Oy j^ change x en x^z eile devient 

Seit F(x) uno fonotion nourelle teile que Ton ait: 
et par eons^uent: 

En rempia9ant partout la fonction <P(x} par la fonotion F(x)f nous oIh 
tiendroDS : 

Si maintenant nous substituons h la lettre a ime autre lettre ß li^ ik la 
premiSre par regalit^. 

X 



les limites de Tint^grale deviendront ßssO, ß=: y; et nous trouverons^ 
tout oalcul fait: 

C'est I9 formule A laquelle je voulals parrenir. En y posant /» = i > «De 
se rödoit hi 

^lit^ Uyi d^montr^ data 21*"' cahier du Journal de l'Ecolo polyteoh- 

nique, pago 42. 

En changeant dans oette ^gaUt^ Fix) en F(a:*), pnis («) en ^ar, 

eile deTiemlra plus nmplementt 
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n d<mo on pose suocessivement 

''^'^ = {7(111) "' n-)-=]/{i'-^), 



tombera su 

n 






et 



X— 1) 



qiii nou8 montrent que les fonctions elliptiques completes de premiere et 
de seconde espece^ coiisid^rees comme fonctions du module^ peuvent tou- 
jours se transformer en integrales ind^finies k indices fractionnaires prises 
par rapport ä oe module. Ce th^orcme s'etend aux fonctions oompletes 
de troisieme especOi et on trouverait de la meme maniöre: 

/i dß _ V— 1 yrn Var r^ Vx.da:^! 

8« Par des tranaformations tres simples^ la formule (B.) en four^ 
iura deux autres que je rapporterai ici parcequ'elles trouvent leur appli- 
oation dans des problemes pbysico * math^matiques« Ces formules sont 

n 1 i 

©t i i 

(D.) / V(^cosai)rfai = ^'^f"" / {F{x)^h\-x))x^d{^ 

Mais au lieu de m'arrdter d les d^mbnirer, f indiquerai en peu de 
mnte imA manicre nouvelle de narrenir au th^oreme aue Tai donn^ dans 



le 21'*^ cahier du Journal de TEcole polytechnique, page 47,9 et qut m'a 
servi u g^n^raliser le probl^e des tautoclirones. La formule k laqudle 
je fais allusion est la suivaute: 



/ 



Or^ pour la deduire de requation (B.)» changez d'abord x en ^x^ et fai« 
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tes 8ioßr=v^6; cela vous donnera: 

Maintenant posez F{/'x)x^ ä^^— j, ^ = ;9-f-l« ^^ö« trooverea tout de 
de suite: 

nXt / 1 \ 

ce qtii est precis^meot la forronle (£•)• Dans le Journal de TEcole poty«- 
technique H]h cit^^ nous avons d^montr^ cette formule en d^veloppant 

la fouction 9(— } en serie ordonn^e suivant les puissanoea äe x^ et en 

partant de la relation connue 

qui existe entre les integrales Eid^riennes de premidre et de seconde espece* 
Reciproquement notre formule iß.) qui vient ä l'instant meme d'#tre etablie 
d'uoe manidre direote, tout k fait independante de cette relation ^ pourrait 
a son tour servir k la d^ontrer. II suiBrait pour cola de poser ^ {x) = x"^ 
dans les deux niembres de Pequation et d'observer qu'on a 

ri^^ da^^ 1 r(m+i) 



y 



9t J'ai d^ja eu occasion de montrer Pusage de la formule (E.) 
pour r^udre le probleme si connu de la tautocbrone dans le vide et 
pour le g^n^raliser. On pent aussi par la mdme m^thode determiner la 
tautocbrone dans un miiien r^istant comme le carr^ de la yitesse« 

Pour cela seit AmM la conrbe tautocbrone dont u^ est le point 
le plus bas : la nature de cette courbe cousiate, comme on sait, en ce que 
si Von place en Mj sans vitesse initiale, un mobile soumis A la fois k Tac- 
tion de la pe&aoteur et k celie d'un milieu r^sistant^ ce mobile emploiera 
toujours le radme temps T pour aller de M en A^ quel qne soit le point 

de d^part M. 

Supposons douo qn'an bont dn temps t^ le mobile aoit descendu 
de ilf en m et d^signous Tarc A m par s. L'equation du mourement sera 
de la forme: 

CreOe'i Journal d. M. B4. XO. Hft. 4^ 37 
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(0.) ^ = -^-+«(_) 

g ^tant rintensit^ de la pesenteur^ n lo co^fffioient de la resistance du mi* 
Heu 9 et X Tordonnee verticale du poiut m compt^e ä partir du plan ho- 
rizontal nien^ par Torigine ^. Soit en outre or =s A la Taleur de x qui 
r^pond a ^ = 0^ ou^ si l'on veut^ Tordonnec verticale du poiut ilfi et d^ 

Bignons par b Tintegrale definie f er'^^'dx. En/In observons que^ pour 
/=:0, oo a ^ :=s^0; et que pour x=iO, ou a t is^T quel que soit //• 
Cela posc^ en int^grant T^quation (a.)) nous Irouverons: 



T 



1 ^ ^9 n 






Je chaDge actuellement de variable iudependaate et pour oela je fais : 

f€r^'''dx = u. 
Les limites de Tiutegrale devienneut £/ =? ^ u ^=^b: de plus ou a : 



c'^^-r-dx == e'''':r-du. 
dx d:c 

II vieut donc: 

cf5 






V^(2 

J'observe que la quantite ^''^^ est implicitement une fonction de u: en 

ia remplayant par '4^(u), fobtiens: 

T — '^ f^ V^(u)du _ V^ f^ \ p{he)dB 

Cette vaTeur, en vertu de la formule (£•)» ^^ transforme dans la 
sui?ante : 

de laquelle od dediiit: 

t /;\ r V{2s) diVb 



«Hl» plus siaiplem^t: 



fw = ^r^ 



Comme cette derniere ^galite subsiste quel que soit b, on paut y changer 
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i en n» et on a: 

^//(i/) ou e"' — = ■ ■ A ^\ 

L*arc ^ etant co outre li^ lü i/ par la relation: 

00 trouve^ en la corobiiiant aveo la prec^dente poiir eliminer u: 

öqaation d'ou Ton tirera la valeur de x en s. Pour y parvenir^ diflPeren« 

GiotM 60 les deux membres et posous eo meme temps --psy?» II nous 
Tieodra 

^uatiou lioeaire doot je deduis 

» OU 3- sVe"'— 2 Tri* 

Si Poo exige, comme oela est naturel, que pour a? = Oy on ait 3^ = 

OS ' 



«» 



la constante arbitraire C doit ctre prise = ^ y, - et Toii en conolut 

lot^grant de nouveau et observant que les deux variables jt et « 
doivent »'^ranouir ensemble, on a donc iioalement 



n* 



pour l'^quation de la courbe tautocbrone; et on peut r^rifier qu'eo j po- 

6ant /i = 0, cette ^quatioo se r^doit ä jp = g-y? et redoooe la cjcloide. 

10. Pour le cas particulier ou /2 = o, cette aoalyse s'accorde areo 
oellc que nous avoos d^velopp^ daos le Journal de l'EeoIe poljtechuique. 
Mais lä oous avioos moius pour but de resoudre le probleme des tauto- 
chrooes dans le Tide que de cberchcr k geoeraliser cc probleme^ eu as* 
aujeUissaot le temps T non plus k rester independaot de h^ mais au cou* 
traire 4 Tarier proportiouellement A uue fonction doiinee /(//). Cette ex- 
teosioo ^legaote d'une questioo si cououe d^rive de nos formules aveo 
uoe extreme facilit^; mais uous devons dire ^w^Abel eo a eu la prcmiere 
idee> et quil y a 6i6 cooduit par des considerations ingeoieuses, qaoiqne 
an peu indirectes. Voyez le Journal de Mr. CrelUj tome 1% paga 154. 

37* 
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Consid^r^ analjtiqnemeDt^ lo probleme dont nous parloDs poarrait 
6tre ^oonce de la maniere miivante: 

Determiner la fonction (p{(v) de teile sorte t/ue Von ait (Z)(a:) = et 

/(a;) itant une tjuanlite connue^ et (p'(9) designant la dirivH -^— • 
// est clair pie Von suppose implicitement f(0) = 0* 

Abel a trouv^ que la valeur de (p (x) cherch^e est foiirnie par cette 
formnle tres simple 

Poiir obtenir cette Talent par uotre ni^ode^ observons d'abord 
que de la formuie {F) on deduit aisement: 

moyennant quoi^ T^quation (ß.) devieut : 
et donne 

c'est-A-dire 

Hai«) en vertu d« la formuie (E,), on a: 

J ^ das "\a:) — V^—l Vn / „ "^^d^ '■/'l— a* 

DoDO ou a aussi: 

^ W — -^jr/o adx V(l-«) ' 

Integrant dooo, et d^terminaDt Ja constante die teile sorte <(ue o; et <P((r) 
ft'evanouisseut enseinble) pais posaot ax^^, on obtieot defiaitivöment: 

ce qui est le r^ultat d^urert par Abel. Cet illusiro Qeomdtre a pr^ 
sent^ sa Solution soua une forme un peu plus g^n^rale qu'il nous aurait 
6i6 ^alemeut aise de d^uire de nos formules; c'est uniquemeot poor 
abr^ger que nous avons oonsiddr^ ie cas le plus simple. 
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V. 

11. Les reeherohes prec^eoteB appartiennent d la partie äemen* 
taire da oalcul dea d^mees d iadices quelconques, puisqo'en designant par 
y la quantit^ dont ou d^mandait la valeur et par f(x) unc fonction don« 
uee de a;, ou est toujours tomb^^ apres quelques trausformations^ sur une 
^quatious ä deux termes de la forme 

d'oi^ l'on a conclu par la defiaition meme des differentielles : 

dffix) 

Mais la question deviendra tres vaste et tres ^pioeiisc si ia oature des 
probiemes qu'ou veut r^oudre meue h de veritablea equatioDS diffi^en* 
tielles k indices fractionaires^ dans lesquelles les variables ne ae separent 
pas immediatement« C'est ce qui arrivera^ par exemple, si vous chercbe^ 
a determiner la fonction iuconnue (p{x) en Fassnjeiissant k la condition: 

En efiet, puisque Ton a: 

cette equation de condition deviendra: 

Pour integrer cette ^quatiou^ vous prendrez l'Int^grale o indice i des deox 
membresi et vous obtiendrez: 

^--l^T:f(P{x)dxJ^J^^(p{x)dx^ z=zJ^f{x)dxK 

Eliminant donc / (p{»)dx^ entre ces deux ^quations^ vous trouverez: 

'Kf<P{x)dx^(P{x) =/(x)~/'~l/-^y^y(ar)rf^* 

4galite qui| par les m^tbodes du calcul ordinaire^ vous servira k determi- 
ner (p {x\ Le moyen d'int^gration que je viens d'appliqner a on exemple 
est assez g^neral: il comprend en eflfet toutes les equations lineaires a 
d^iv^ fracttonnaires^ quelle (jue soit la fonction counue placke dans leur 
second membre^ pourvu que les ooefficients des divers termes du premier 
membre puissent se r^duire soit ei des constantes, soit a des foncUous al« 
g^briques rationnelles et entidres de la variable x. 
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12. Quelquefois on est conduit h de» equations Jans lesquelles lei 
difr^renciatioDS ne sont pas toutes relativM u la in^me variable iudepen« 
dante* Teile est par exemple T^quation differentielle : 

<•»•) 5^ + = *•(')• 

loi V0U8 rencontrer evidemmeDt un degr^ de difficulte de plus; 
car il fauty avant de sooger & integrer T^quation (y.)^ troiiver le moyeo 

d'exprimer la diSerentielle ^ ^^^ ^ sous forme finie, i\ l'aide d'autres diffi^ 

rentielles prises par rappor t A la variable ind^pendante ^ ; ce qui n'est en« 
eore qu'un cas singub'er de ce qu'on peut nommer le probleme g^n^ral 
da changement de la variable ind^pendante. Je vais indiquer en peu 
de mots comment j'opere ici le chaogement demand^^ et oomment fen 
d^uis riut^grale de r^iation (y.)« 

üne des formules que trouve d'abord pour exprimer - .y/ . ^ en 

d^rifees relatives sü la varial>le x^ est la suivante: 

Je ne m^arreterai pas h dcmontrer cette formiiley laissaot au lecteiir le 
sein d'eu constater Texacttiiide, ce qui peut se faire de plusieurs manie- 

res. Maintenant si je porte daiis Pequation (y) la valeur de ; / /y>' \^ » 
je trouve; x ,t ,i 

Differenciant dono pnr rapport n Tindice f , puis tirant la valeur de jA, 
fobtiens: ^i F(a.) 

d'ou je coDclus: 

/ dx* ' 

Teile est la valeur de y qui satisfait a requation (7 ). 

13. Si qnelque lecteur roulait «'exercer sur des questions condni- 
sant ä des Equations difl(^rentielies k indices fractionnaires, je proposerais 
de determiner la fonction <p{x) qui satisfait u Tune des egalii^s suirantes: 
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lesquelles ^galit^s se r^Ivent (outes trois imm^diatement par les m^ 
thodes dont je vicns do donner une ideOi et oonduiseot A une yaleur de 
(p(jr) exprim^ souft forme finie^ en integrales d^finies« II sera bon de 
comparer aussi la marche trac^e par notre analyse aveo qelle dont on 
pourrait faire usage^ en se bornaut A l'analyse ordinaire. 

Je regrette de ne poiivoir m'^tendre davantage sur ce sujet; nuds 
n'ajant pas, pour le moment, le loisir ni^cessaire^ f ai du r^duire oe petit 
memoire d u'etre qii^ine eupece de commentaire de oeux que j'ai publi&i 
dans le Journal de TEcoIe poljtechnique« Peut-etre cela 8uffira-t«il 
pour engager quelques geometres A marcher dans le memevoie. Je ter- 
minerai cet articie en rappelant qne si le calcul des d^riTdes fraotionnaires 
s'applique d*une maniere commode a la Solution de divers problemes^ il 
le doit A sa d^ßnition fond^ sur le d^velopperaeut exponeotiel des fonc« 
tions« La consideration de ce developpement nous parait d'autant mieux 
puisee dans la nature des cboses^ qu'elle seule fournit Texplioation com* 
plete de ce qu'ou a nomme Tanalogie des puissances et des diffiSrenoeSt 
Au reste comme ime fonction donnde /(x) peut 6tre r^duife de plusieurs 
manieres eu s^rie de la forme Z^^e'^^ on doit avoir sein, pour ne pas 
se contrediroi d'employer toujours le memo d^veloppement dans lo oonrs 
du memo caIcuU A bien parier^ dans cet(e analyse^ on ne considcre pas 
proprement la fonction f(jr)j mais plutot ua certain d^veloppement expo« 
nentiel qui lui est äquivalent ou qu'on lui substitue aveo avantage ; et c'est 
a ce developpement qu'on applique les raisonnements et les calcuis* En 
tbdse generale il est naturel de cboisir la s^rie ^A^e^ de teile sorte 
qu'elle represente identiquement la valeur de/(x) (sauf la condition 
de convergence )• II faut entendre dans ce sens lA les reflexions conte- 
nues daus le 21^°'* oahier du Journal de TEcole poljtecbnique page 5 et 
page 77« Mais, dans quelques circonstances , on peut emplojer aussi les 
developpement» analogues ä ceux de Fourier: seulement on doit op^rer 
alors avec pr^caution^ afin d'eviter certaines difficult^ que nous avons signa- 
l^es a la page 124 de Touvrage cit^^ et sur lesquelles nous aurons sans 
doute lieu de revenir un jonr« 

Paris, le 18. Join 1833, 
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22. 

Demonstration de quelques theorhmes sur les nombres. 

(Par Mr. Sttrn doct en phil. K Goettingue.) 



Uani» uu memoire sur la theorie des nombresi ins^r^ dans le T. 0. cah. \. 
de ce Journal, Mr. hihri a donne les deux congruences suiyantes qu'il 
regarde comme renfermaut un theoreme exciusif et ansez curienx sur le« 
nombres premiers de la forme Gy?*}-!) savoir: 
i#k r 6p*(ip — f.6p — 2o I 6n.6p — 1.6yj — 2.6p — 3.6—4^« 

oA a 4 6p— 1 • 6p — Ä. 6p — 3 Q , 6p— 1.6p— 2.6p — 3,6p — 4.6p— 6 n% 

20, 6/t»-l — J ^-j-g i + 1.^.5.4.5 3—.... 

....+2*'^' SO*) (mod.6;»+l). 
Ou pent d^montrer ces th^reines saos avoir recours ä la th^rie des 
nombres et luontrer en mSme teiups qu'ils sont conteous dans deux autres 
propositions plus geo4rales et purement alg^briques. 

En effet, les deux racines imaginaires de l'^uation 

aP— 1 = 

^tant 

— t4-V-3 ^ _i— v^_3 

2 ^ 2 * 

on a 

(iN^'^fi o r- o 3m. 3m — 1« i 3w.3m— 1.3m— 2« ^ ^1 ^ 
/ t\*"f. lo r- o 3». 3m— lg 3w^iM~1.3m--2o ^ « 1 4 

==(-2") l* +3/11^-3 J3— 3 j-5-5 3/-3....j=l, 

en designant par m uo nombre entier quelconqae. 

En ajoutant les deux ^qnations (a.) et (&•) on trouve 



k9M 



•) Dans le memoire cite on IrooTS —2*^*, mais c*«st ona errear tjpographiqae. • 
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oa bien 
e, 1 -j-^ — ö-\ TOT? ä ...,=z2 .(—1) . 

En soustrajant l'^ation (£•) de I'^ation (a.) on obtiendra, aprds les 
r^uctiona coDrenables, l'^quation 

O . Otn — — f n q J -^ . . . . 8SS ü» 



1.2.3 

Oa a aiissi 



^7^ 






/ IV^-^Fii« 4\A/- a 3m — 1.3m— 2 ^ 3in— 1.3m— 2.3iii— 3 «^ - 1 

En ajoutant les ^quadons (e.) et (/.) on troure 

( ^V^Sh 3m— 1. 3m-2o 1_ . 



ou bien 



^. ^_ 3m~1.3m-2 3 ^ _ (_,)j« j**"'. 



En Boustrayant i'^quation (e.) tfe requation (/,), on (rouve 
h. 3m^i-' ^""~^'^^J'^'^"'- ^ 3.... = (-l/"-'.2'--«. 
En siibstituant dans les ^quations ((/.) et (h,), 2 p aa Heu de m, on aura 

*. 6/>-l~ ^P~*-^P-f^^-^ 3.... +2«^-» = 

et Ion voit que ces ^quations contiennent les deux congruenoes citees 
oomme des cas sp^ciaiix« 

Mr. lAbri a dqduit de la congruenoe (19e) le tli^reme oonuu que 

la congruenoe x^ — 3^0 (mod. p) est toujours r&olubie lorsque p est un 

Dombre premier de la forme Vln-^-i. En ayant ^gard a la forme des 

racines de i'^quation 

jc* — 1 = 0, 

OD peut en deduire tous les cas dans lesquels les congroences 

X — 3 ^0 (mod. p\ op + 3 =^ (mod» p) 
sont resolubles, p designant un nombre premier« 

Cran^'t Jounial 4. M. Bd. XU. Ha.4. 38 
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En eilet parcequc les ratioes de requatiou x^ — 1 :s O sont 

fl laut que le^ racines de la coo^rucnee 

X*— 1=0 (mod./?) 
soieDt= + l, = — 1, =+y^(m/>~l), =— /"(m/r— 1). 

Maintenant on sait que la congnienee x* — 1^0 a quafre 
reelles ou seulemeot deux, selon que le uombre ;» est de la forme \n-{-\ 
CHI de la forme 4/i4-3. Ainsi il taut que dans le prcoiier cas oo ak 

/Cw/»— I) = z 
z desigaant uo Dombre eatier, ou 

:^Z£Z — 1 (mod./i). 
Dans le seeond eas on ne peut ^oiais trouver an td nombre. 
Dola il suit Que !r nombre — 1 est ua residu ou un non^residm fuadra* 
ld*fue du nombre premier p selon jue ce nombre est de la forme 4ii-f-r 
ou de la forme ^n-^^. 

Parceque 1 equation x^ — f =^0 a les trois racines 

il faut que la congnienee 

x^--l50 {moA.p) 
ait les trois racines 

■~t-fV(mp--3) — l-Vdifp — 3> 
— *> 2 * z * 

Blais cette congruence a trois racmes r^lles ou eile en a aeuIemenC une, 
Selon que le nombre premier /» est de la forme 3/i«|-l ou de la forme 
3/1 4-^« Ainsa dans le premier cas il laut qu'on ait 

/•(OT/I — 3) = z 

z d&^nant an nombre entier^ ou bien 

z^=^ — 3 {moA.p). 
Dans le tecond eas on ne peut jamab Irourer un td nofubre^ €*est*ä* 
dve; le nombre — 3 est un risidu ou un non^risidu ffuadrotifue du 
nombre premier p seion que ce nombre est de la forme 3ii-|*l om da 
la forme 3a 4- 2. 

Maiatenant on n'a qo'j^ combiner ce theoreme avec le tbeormne 
preo^dent pour trouver tontes les propri^les des eongrucji 

jT*— 3=0 (mod./i), x* + 3 = (mod./»). 
Si le nombre n est de la formte 3a-f 1 et que fon designe par / ane 
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racine de Taquation 

jp* — 1 ^0 (mod./^X 
on a 

ou 

(2/+l)*= — 3 (ihod./i) 

c'est-a-dire^ que si Ton coonait d^ja le nombre /, on peut en d^duire 
le nombre x qui wt&fiut k la eongruence 

a^^ — 3 (mod./i) 

(|u*on a d^jjL troin^e par d'aulres voies ( Voj. €6 joum. T. 8; cah. 2» et 
T. 9. cah. 10* 

Goettingue le 12. Decembre 1833. 
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2a 

emerkungen zu dem Aufsatze überschrieben ,,Bewe 
der Gleichung 0^=1 nach X F^ Pfafl^^ im zweiten 

Hefte dieses Bandes, S« 134. 



(Tod einem üogeoaimteo.) 

Die Widitigkeit der Gleidiung 0^ =: 1 ^ in so fern man ihre erste Seife 
als den Grenzwerth des Ausdrucks af" betraditet, scheint durch den mit- 
getheilten Bewds von Pf äff und dmrdi andere nicht weniger einfache Be- 
trachtungen *) unbestreitbar dargethan* Dals aber auch der allgemeinere 
Ausdruck f(xy^'\ sobald f(x) in F(a:) Functionen von x bezeichnen^ die 
mit dieser Veränderlichen verschwinden , für abnehmende Werthe von x 
sich ebenfalls immer der Einheit nähere^ kann nadi unserer Ansicht nicht 
behauptet werden; und wenn die von Hrn. MSbius an den PfafPschen 
Beweis gekniipften Bemerkungen diese Verallgemeinerung zu ergeben 
scheinen, so liegt dies nur in der Annalmie, dab jede mit x verschwin* 
dende Function f(x) in die Form af(p{x) gebracht werden künnOi wo a 
eme positive Constante bezeichnet und (p fjr) fSr ;r =:^ einen bestimmten, 
von and oo verschiedenen Werth annimmt« 

Die UnzuiSssigkeit dieser Voraussetzung, welche ^ um es beilSuGg 
zu bemerken, nicht sdten gemadit wird^ zeigt sich aber z. B. bei dem 

ganz einfachen Ausdruck z — r— r« Konnte derselbe die obige Form an« 

nehmen^ so ^orde daraus die Gleidiung 

^==x^log(ar) = Iog(arO 
folgen^ dwen erste Seite fiir dr=0 den von Null verschied»en Werth 
.Q. annimmt» wähnoid die zweite Säte verschwindet, indem n&silich 

x^*^ auf welchen AusdrudL der Bewds des Herrn Mobius anwoidhar 
htf steh für abnehmende Werthe von x der Grenze nShert. 



^) Tretr/ ÜAHeniairt de caictä diff. et int. par Lacroix^ 4"* ddä. pa^t 136 etc. 
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Nach der eben gemachten Bemerkung wird et nicht befremdeni 
wenn man auf ExponentialgrSfien stoist^ die nicht den Grenzwerth 1 
annehmen^ wahrend Exponent und Basis gldchzeit^ verschwinden , wie 
es z. B« bei den folgenden der Fall ist, 

die sidi beide für .t =s auf e* redudren« 

Im April 1834. 

(Von dem Verfasier des Aofeatzes No. S5. Bd. 11. d. Journ.) 

Die Zweifel gegen die gewöhnliche Annahme , dafs 0^=s 1 sei» 
welche in einem, früher in diesem Journale abgedruckten Aufsätze erho- 
ben worden sind, hat Herr Prof. Moebius im zwölften Bande S. 134 ft. 
durdi einen dem bertihmten Pf äff angehurenden Beweis zu beseiti- 
gen gesucht. Es scheint also wenigstens, dals auch dieser scharfsinnige 
Mathematiker die früher üblidien Beweise für unzidSnglich halt« Es ist 
aber auch wirklich in jenem Aufsatze nicht gelauguet worden, dafs der 
Ausdruck x^ in die Einheit übergeht, wenn ar ss gesetzt wird. Dage* 
gen kann man wohl nicht zugeben, dafs die Gleichung 0^= 1 nichts An- 
deres sagen will, als dafs der Werth von x^ bei fortwährender Abnahme 
▼on w sich der Einheit über jede angebbare Grunze nähere. Vielmehr 
miilste, wie in jenem Aufsatze verlangt wurde, bewiesen werden, dals 
allgemein der Ausdruck [F{x)y^"'\ wenn F{x) and /(j) Null werden, 
oder, wie Herr Prot Moebius will, [F(x)]^*\ wenn F(x) und f{x) Null 
werden, der Einheit gleich sei, da Qt\ im Allgemeinen betrachtet, nicht 

nothwendig aus x"^ entsteht, so wenig wie 77 immer aus — entspringt. 

Nach der Ansicht des Herrn Moebius ist dies frdlich nidit nothwendig, 
da der Ausdruck 0^, wenn er auch aus [F(x)]^^^ entspringt sidi unmit- 
telbar auf einen anderen zurückfuhren ISfst, der aus x^ entsteht. Da es 
indessen, wie ich glaube, leicht ist, das Gegentheil dieser Behauptung 
durdi ein einfaches Beispid zu erweisen, so halte ich es nidit für nüthig, 
den Beweis, den Herr Prof. Moebius gegeben hat, genauer ziieriirtem, 
und wül nur bemerken , dafs er auf einem Principe beruht, dessen Zu- 
lälsigkeit erst vor einiger Zeit von einem bedeutenden Mathematiker ge- 
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worden ist, ich meine das Piincip, nach welohem^ wenn X eine 
Funolioii von x ist « und mit x ^ersrliwindel , akdann X = Px"* geseUl 
werden kann, weichet Hamilton in den Trmisacl of tke Hag. Irish. 
Societjf (T. 4. 1S30.) widerlegt hat. Das erwiihntc Beispiel ist folgen- 

des. Es sei A = e "", wo e die Ba^ der natürlichen Logarithmen be« 
deutet, Y:=zx : so wird sowohl X als T für den M^'erth jr = auf Null 

reducirt; es mülste also in diesem Falle \^ ^; der Einheit gleich sein. 
Gleichwohl wird aber Niemand leugnen, dafs für jeden endlichen Werth 

von X dieser Ausdruck ^=^ — ist. Hier hatten wir also ein Beispiel, wo 
ü* nicht = 1 ist. 

ist der Ausdruck \^ '/ ^^ 'a' ^^^ ^^ liefse sich durch 



noch andere Beispiele zeigen, dals der Ausdruck 0^ allerdings sehr ver«* 
sehiedeno Werthe haben kann. Vielleicht theilt uns Herr Prof. Moebius 
seine Anucht über die eben gemachten Bemerkungen in diesem Journale mit. 
Im Mai 1834. 
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24. 
Unierschiede der einfachen Functionen. 

(Von dem Herrn ttol. IhUunger zu Heidelberg.) 
(Forteetzung '*on No. 0. and 14. Baad II.) 



TV . *• ^^' 

X/ie zweite Idee^ die zu weitem üntenuchiu^ea führte besteht darin^ 

dafs man eine Function um eine Zunahme wachsen i&fst und 
dann Ton der so veränderten Function die ursprüngliche 
Function abzieht« Die Ausführung dieses Geschäftes erzeugt denUn« 
terschied der genannten Function ^ und hierauf beruht bekanntlich die 
Differenzen und DifferenziaURechnung# Zu welchen interessan- 
ten Folgerungen diese Idee fiifairt, zeigen die Resultate^ die wir dieser Rech- 
nung verdanken^ und die in den Werken von Euler^ Lacroix und An- 
dern aufgezeichnet sind« 

Einzelne Theile dieser Rechnung finden wir selbst in unserm Dif- 
ferenzen-CaIcuI (Mainz, in der Simon -^ MQIIerschen Buchhandlung) be- 
handelti und wir verweisen den Leser auf dieses Buch« Da aber im Fol- 
golden die Resultate dieser Rechnung häufig nöthig werden^ und der Zu- 
sammenhang die Grundziige dieses Calouls verlangt , so stellen wir sie im 
Folgenden zusammen, um so mehr^ da die Bedürfnisse der spätern Unter- 
suchungen manche neue Darstellungen erheischen« Zugleidi verweisen 
wir auf unsere ,, Forschungen in dem Gebiete der Analjns (Heidelberg, 

bei A« Oswald ).' 

$« 23« 

Legt man die in §. I« angegebene Functionenreihe 

ZU Grunde, zieht das vorhergehende Glied von dem nachfolgenden ab, und deu- 
tet dieses Geschäft durch das Zeichen zk an, so hat man folgende Gleichungen < 

äXff SS -STi— ^-^0 und aJT^j =± Xq — ■^— 1> 
A Xm = JTj — Xi • A X^^ s=3 X^i — — X^2 , 

A JL 2 ^^^ X^ — X2 • A X^^ S= -^— I — " ^— S 5 



A A„ A^^j— X, - A X„ — X-«-i — -XL.^ , 

welche die Unterschiede der Fnnetionen bezeiobnen« 
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Betraditet man die erhaltenen CJntersohlede als Glieder ener Reihe 
und nennt die hieduroh entstandene Reihe die erste Uutersohieds* 
Reihe^ so kann man von ihr, durch wiederholte Anwendung des genann- 
ten Gesdififts auf die zweite Untersohieds*Reihe, von dieser auf die drittel 
von der drittel auf die vierte u« s. w. übergeben^ wie dies auf eine fihn- 
lidie Wdse in §. 2. mit den Aufstufungs- Reihen geschehen ist« Durch 
diese Bemerkung werden wir auf folgende Zusammenstellung der Unter« 
idüeds-Reihen geführt: 

•^— . i -^— l f "^0 j ^l y ^7 f -^s y • . . . 

, • • • A JL^2 9 ^ -^— l 9 ^ -^0 9 ^ ^i y '^^2 j ^ «^ f • • • . 

11 7« <•••• A Jl_2 9 ^ ^—1 > ^ «^O j AJLi y A X2 1 A* JLg j • • • . 

• • • . A A_2 f A Jl^i j A JL^^ j A JLi j A A2 I A X^ I .... 

Auf gleiche Weise werden wir durch das Herabstiegen von den spatern 
Unterschieds -Reihen auf die vorhergehenden! auf Reihen geführt , die vor 
der Grundreihe liegen und die sich im Einklänge mit dem eben gegebe- 
nen Schema durch folgendes darstellen lassen: 

• » • • A -A^2 • ^ -^—1 f ^ «^ü * ^ •'»•1 • " -^^9 « • • • • 



A-»jr_j, A-^X_,, A-'A'u, A-^JT,, A~»A'j, 



• « « . 






'X. 



.... A"" A_2 9 ^*" A_| , A*" Ay , A"" Xl J A"** X^ y . . • . 

• • • • ^—2 9 •^— l j -^0 > "^1 9 ^2 y • • • . 

Die Grundgleichungen ^ die sich auf diesen Darstellungen entnehmen^ «nd 

§. 24. 

Die im vorigen §. angegebeneu Gleichungen führen zur Ableitung 
der höhern Unterschiede einfacher Functionen. Um von dem ersten Un- 
terschiede einer Fimetion auf den zweiten äberzugehen, nimmt man den Un- 
terschied vom ersten Unterschiede, oder man vervielfacht die Gleichung des 
ersten Unterschiedes mit a. Dadurch wird 

a(aX4,) = a'^Xq =s aX^ — AX^^^ 

Fiibrt man aJC^ und aXq auf die Glieder der Grundreibe znriick, so wird 

A Xq SS X^^'^Xi 
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Auf gleiche Weise geht man ron dem zweiten Unterschiede 9suni dritten 
über; es wird 

und hieraus I wenn man tiX-^^ ^Xiy I^Xq auf Ghcder der Grundreihe 
zurückführt : 

srs Jlj — 3^2 -{- 3 Xx — -^0 5 

der rierte Unterschied erzeugt folgende Darstellung: 

Auch hier erkennt man leicht, wie §• 3«, dafs die Vorzahlen der Glieder 
auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens mit denen des Binomiums 
übereinstimmen« Hieraus ergiebt sich folgende allgemeine Darstellung: 

Bedient man sich in dieser Gleichung auch des Zeichens 0, um die Stel- 
lenzahlen von X zu bezeichnen 5 so hat man, im Einklänge mit den Dar- 
stellungen (IL) und (12.) §. 3«, folgende abgekürzte Gleichung: 

121. A'"X= (0 — 1)'« Xi. 

§. 25. 
Obgleich die Gleichung (12 K) auch für ein negatires m gilt, %o soll 
dennoch für die Darstellung von a^'^H^j was wir mit dem negativen 
Unterschiede einer Function bezeichnen wollen^ folgende Entwicklung 
gegeben werden, insI)esondere auch deswegen 5 weil wir /luroh diese auf 
eine Darstellung durch eine endliche und unendliche Glieder- Anzahl 
geführt werden. Die Gleichung, die zur Ableitung dient, ergiebt sich aus 
(1190> wenn in der zweiten Darstellung m = und n=il gesetzt wird. 
Es entsteht durch Umstellung 

122. A-^ Xo = XLi + A-^ X^, . 
Nach Analogie dieser Gleichung erhalt man dqrch Erniedrigimg der Stel* 
lenzahlen folgende Zusammenstellung 

A"" XLi =S X-2 T ^"" X^i y 
A"" X_2 ^= X-j "t" ^"" X-j , 



^ X-« 2=5 X-w_|-{- A"* X^n^i • 

CreUe't Journal d. M. Bd. XII. Ua I. 30 
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Stibstituirt mao in der Gleichung (122.) zuerst «taft ^^^ X.| seioen >Verthy 
dann in der biedurch entstandenen Gleichung den Wertb statt a*' X., u. s. f., 
und fuhrt mit dieser Substitution bis zum (n'\ri)ien Gliede der Gruudreihe 
fort 9 so gewinnt man folgende Darstelhing für den ersten negativen Un« 
terschied aus (/s-|"l) Gliedern der Grundreihe 

123. ar-*Xo= X^i + X.2+X.,-f....+ ^n.i + A-^X.^,. 
Setzt man aber die Substitution bis ins Unendliche fort, so entsteht für 
die Darstellung des ersten negativen Unterschiedes aus einer unendlichen 
Glieder- Anzahl der Grundreihe: 

124. A-* X.1 + X.,+ X.3 + X^+ .... 
Um den zweiten negativen Unterschied einer Function aus (/2 -f* G'^^^^i*^ 
der Grundreihe zu gewinnen^ vervielfachen wir die Darstellung (123.) mit 
6r^. Dadurch entsteht 

A-»(A-%) = A.2X, = A-^X.i+A-LY^, + .... + A~'XL_, + A-^lL„.^. 
liierin sind die Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
A~'X-i9 ^"'X.^^ •••• nach Vorschrift der Gieichuug (123.) so zu behan« 
del«! dafs die Zahl der Glieder /i+l sei. Dadurch wird die Stellenzahl 

* 

der beiden letzten Glieder auf — '/2 — 2 herunter geführt ^ und wir erhal*- 
ten folgende Entwicklungen: 

A-^Jil.2 = Xo+-^.-4+ + JL^ + A-*X.^, 

U. S. W. y 

die zu folgender Darstellung sich rereinigeii 



Die hier gewonnene Darstellung lafst sich nach den Scheitelreihen kurz 
darstellen y ganz auf dieselbe Weise wie es schon §• 4. geschehen ist, 
und diese Darstellung unterscheidet sich von jener nur durch Zeichen und 
Bezeichnungen; dalier ist 
A-^A,==fJr.,+2X3+3A.,+4X^....+(/i+l)X,.,+(/^ 

Heben wir die Beschrankung der Endlichkeit in dieser DarstcHung auf, 
10 ziehen wir hieraus unmittelbar eine Darstelhing des zweiten negativen 
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Uoterschiedes einer FuactioB durch euie uoendliche Glieder« Aoahl der 
Gruodreihe 

Ein VervieUacheB des zweiten negativen Unterschieds mit dem ersten ne- 
gativen Unterschiede^ führt Huf die Darstellung des dritten^ und wir erbalten 

. . . + C'» +1) ^-'-x.,., + (/2 + 1) ^-'X,., + A-^ -X.,., . 

Die Eilt Wickelung der Glieder äT^X^^^ 2ir^X^^y •••• nach der Vorschrift 
von (123.) in Reilien, wobei auf die Übereinstimmung der Steilenzahlen 
Aücksicht zu nehmen ist^ erzeugt 



Die Scbettelreifaen lassco Mob nach der Gleichung 

in Ein Glied zusammenziehen; dies erzeugt folgende Darstellung: 

# 

Die Darstellung des dritten negativen Untersdiiedes durch eine unbe- 
schränkte Glieder -Anzahl ist: 

,^v — Y A.^-^x a.^-*y j. I (*»+l)(it+2) y 

Der bisher boob achtete Entwicklungsgang ist allgemein. Er führt zu fol- 
gender DarAtf>liung 

11t A-mY — Y I 2.3.... w y , (n4-l)(w-t-2)....(i>4-w — 1) 

125. A J^ — A_„ + 1.2.(m-l) ^-"-» + ♦•••+ 1.2....(;;;=I) ^ '^-^'' 

oder in Zeichen: 

39* 
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IKe DarstdbBg d« JTTten negttiven Uotandiiedes einer FundkMi durdi 
abe imendBdie Gfieder-Anzabl ^ebt foIgCDde Dantdlimg: 



IKete DanteUmig stimmt ToUkommen mit 

128. A— :xi =s (0— ir-Xo 

iberon, wenn man bcrScksichtig^ daCi 

— 2-^" _ 2.3.... (m-l).« _ m 
*" "~ 1— »U — 1.2....(iii— 1) "" 1» 
»(m+l) __ 3— '1* __ 3.4.5. ...fw — D.wfiit + r, _ w(i»t+l) 
1.2 ~ 1— MI 1.2.. ..(m—l; — 1.2 * 

U. S. W. Bt. 

f. 26. 

Der Gang <ler EntwickeiiiBg fuhrt nnn zur Darstelliing des Ge- 
setases^ wie ein Glied der Gnindreihe aus denen der Unterschieds-Reiheo 
abgeldtei wird« Die Gleichung t.Xx,^=,Xv — Xu 9 ordnen wir auf fol- 
gende Art: 

129* Xi = J![;+Aj§i = (i+A)jirt 

und erfaäien hierin die Stellenahlen der Gleichung^ wodurch entsteht: 
Wird nun hierin statt X sein Werth nach (129.) gesetzt^ so folgt 

Audi wird hierin die Stell^izahl erhöht^ und dann nach (129.) rerlahren ; 
dies fuhrt zu 

Jf, = (1+A/X. = (l+-^)'(l+A)jKo = (l+A^Ä. 

Eben so eriialten wir auf gleiche Weise 

Der Entwicklungsgang bewegt sich in den angegebenen Grenzen und es 
erschliebt sich hieraus das allgemeine Gesetz: 

130. j. =(i+A)-Xo = x+Y-AXo+=^±^A*jro+....+A-Ä^ 
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Defs auch diese Gleichung für ein negatives m gilt^ fliebt aus der bisher 
aufgestellten Behauptung» wonach für alle Glieder » die rechts oder links 
vom Mittelgliede liegen» das nämliche Bildungsgesets zu Grund liegt. Dar- 
nach ist: 

131. X^ ==(!+£)-- :Xi=:X-yAXo+^J^A^\^ 

oder bei anderer Anordnung» 

132. X^ = (^+1)-" = A'-Xo- Y^"^*^^+^^T^^^^^^ 

Diese Gleichungen ergeben sich auch aus (130.)» wenn m-ssr^p ge- 
setzt wird» nemlich: 



wenn dann r =? angenommen wird. 

Wir wenden uns nun nach den angegebenen allgemdnen Ent^ 
Wickelungsgesetzen zu der Darstellung der Unterschiede der einzelnen 
Functionen selbst» und gehen von folgender Grund« Gleichung aus: 

133. äfx s= f(x + Aar) — fx. 

Die Vorschrift dieser Gleichung ist: Cm den Unterschied einer 
Function zu gewinnen» lasse mau in ihr die veränderliche 
Gröfse nm äx wachsen» und ziehe von der so verfinderteu 
Function die ursprüngliche ab. 
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I. Darstellung der Unterschiede der einfachen Functionen^ 
wenn die Entwickelmigsweise auf eine endliche 

Zunahme gegründet ist. 



J. Darstelfttog der positiven Uuterschiede der eiufachen 

FuDOtiooen« 

i. 27. 

Unterschiede der PotensialfuDclioiien. 

Lier erste Unterscfaied einer Potenzialfunctioiiy die selbst durch y^^ deren 
Zunahme aber durch ^X bezeichnet werde, ist nach Gleichung (133.) 

134, ^y^ = (^ + Ax)P_;^ = Z.yP-^tx^l^^yP-\Lx)\... 

Diese Gleichung gilt auch für ein negatives oder gebrochenes p^ der Un- 
terschied von — ; lii&t sich aber auch auf fo1<rende Weise darstellen 

yP (74-Ajc)P yP y*'(y+A«/' 

yP(y^ixy (y'?|A.rjP» 

Der 172 te Uoterscfaied der Function y^ folgt unmittelbar aus der Glei« 
chung (1200 135^ ^myp _ 

(jr+m i^ary- ^(r+(/ii-l) ä xf^ ^^ (r+(m-2) Ar)^ ^-.•..<-i)y. 

Entwickelt man die Binomien auf der rechten Seite des Gleichheitszei- 
chens, und ordnet sie nach ien Potenzen von der Zunahme, so gewinnt 

man folgende Darstellung: 

136. äT^yp SS 

(„._^(,-.).H.=ii^7lV«-2r+...) '-''--V-'r--+<) ^(,,^, 

(„..._^,._.;^.+=i==a(._2,...+....)cfczii^_=^,^,„^ 

Diese Darstellung gründet sich auf die Behauptung, dafs 
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ist^ 80 lange r kleioer ah m isty die wir als bekannt voraussetzen^ und 
deswegen auf Differenzial-Caloul p.223., p«471« yerweisen» 

Eine andere Darstellung für die hühern Untersdiiede Ton y^ erhal- 
ten wir^ wenn die Gleichung (134.) mit ^^ yer?iel(acht und alle Glieder 
auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens von 

nach Torschrift der GleichiiDg (134.) in Reihen entwickelt und dann su> 
sammeogdziihlt werden. Die Möglichkeit einer ZiisammeiuShlinig beniht 
auf der UcLereinstimmung der Facultäten, welche die Vorzählen dieser 
Uarsiellung bilden werden. Die Au&fubruog der angedeuteten Geschäfte 
fuhrt zu folgender Glachung: 



A'yP 



1.2 1.2 > '''^*^ T^ 1.1.2 1.2.3 ^ '"'^^ ^1.1.2.3 



1.2.3 



iJi.i 



1.2.3.4 



p».( p-3) 



g^'r-(«)-+.- 



1.2.1.2 
1.2.3.4 
1.2.3.1 

Werden die Glieder dies<^r Gleichung mit a vervielfacht und dann die vor- 
hin angedeuteten Ge<tchäfte ausgeführt, so gewinnt man die Darstellung 
des dritten Unterschiedes auf folgende Art: 

A» vJ- — ^^ P'..(p-2) , , ., , 1,2^4 1 p(p~l)(p- 2) (p-3) .,,,f.>.4 

* > — ixi ■^T:2:r^^ ^^^ ^ 1.1.1.2 1 1 .2.3 . 4 > ^^'^ 

1.2.3.4 



1.12.1 
1.2.3.4 
1.2.1.1 



., 



^ 1.2.3.4.5 1 p(p-l)...rp~4) j , 

^iXIXs — 1.2.. ..6 — ■> (^'> +•••' 



1.2.3.4.5 
1.1.2.1.2 
1.2 34.5 
12.1.1.2 
1.2.3 4.5 

1.1 2.3.1 
1.2.3.4.5 

1.2 1.2.1 
1.2.3.4.5 
1.2 3.4 5 
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Die entwickelten Reihen der Unterschiede Ton y^ mögen sich ihrer 6e« 
fitalt nach aus den gegebenen Darstellungen erkennen lassen , und beste- 
hen ihrer Wesenheit nach in folgendem. 

Die entwickelte Darstellung eines höhern Unterschiedes der Func- 
tion y^ ist geordnet nach den steigenden Potenzen der Zunahme a x und 
den fallenden von y^. Die vorderste Potenz von ao? kommt mit dem Ex-^ 
ponentcn des Unterschiedszeichens Uberein« Die Exponenten von y und 
AJ7 ergänzen sich zur Summe p^ Diese Glieder sind mit den fallenden 
Bruchfacultäten von p verbunden, deren Factoren - Anzahl mit dem Expo* 
neoten der Zunahme i^x übereinstimmt« Zu diesen Facuitäten kommt 
nun bei jedem Gliede ein Aggregat von Bruch -Facuitäten von folgenden 
Eigenthümlichkeiten. Die Zahl der Factoren stimmt mit den Potenzen 
der Zunahme iiberein. Die Zahler aller Facuitäten^ die einem und dem- 
selben Gliede zugehÖren, sind gleich^ beginnen mit der Einheit und erhe- 
ben sich bis zu dem Exponenten von a x. Die Nenner haben die Eigen«- 
thämiichkeit^ dals sie aus mehreren Facuitäten bestehen , wovon jede mit 
der Einheit beginnt und deren höchste Factoren unter sich die Summe 
bilden, welche der Exponent der Zunahme angiebf, und zwar zu der An- 
zahl von Facuitäten I welche der Exponent des Unterschiedszeichens auf 
der linken Seite der Gleichung angiebt« Die Nenner in den Facuitäten 
des zweiten Unterschiedes bilden die Summen zu 2, 3, 4, . • • • aus zwei 
Facuitäten , die des dritten Unterschiedes aus 3^ 4^ 5, 6^ • • • • zu drei Fa- 
cuitäten , u. s. w- Nach diesen Bemerkungen läist sich im Aligemeinen 
die Vorzahl des ^ten Gliedes der entwickelten Darstellung des mten Un- 
terschiedes so andeuten: 

^'"+*^i^(m; 1,7,3,.,.. )t)l/' 

wobei zu berücksichtigen ist^ dais der Zähler 1, 2f 3| .... (jn^^-k — 1) 
nicht durch die Summe aller im Nenner augedeuteten Facuitäten -Producte^ 
sondern durch jedes neu erzeugte Facultaten-Product insbesondere gemes* 
sen werden soll^ unter 

m+ik— 1 p/ 

-* (m; 1, 2, 3, 4, ....I)» 

aber zu verstehen ist, dafs alle zur Anzahl m mögliche Facuitäten gebil* 
det werden sollen, deren höehste Factoren die Summe m-f-lr— 1 erzeugen« 
Hiernach ergiebt sich folgendes allgemeine Bildungsgesetz für die 
Darstellung des mten Unterschiedes 
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-r*^V-^5T5F(.;i,,,5)!/ 1.2....(in+2) 'y'^C^^) ^ 

$• 28. 

Bestimmt man nmi nach Fortsetzung der Gleichung (137*) die nu« 
merischeiii Werthe der Vorzählen ^ so fahrt dies zu folgender Zusammen- 



stellung : 



AV= 24^V'^(^)+ 240|^V^-*(^y+ 1560 Eji^yP-6(^)- + ...;. 
A*,'P= 120 t^'yP-^i^y +1800 El!jlV6(^)* ^.16800 ^^^-^(ax)^ + .. .. 

Eine einfieiohe Yerglelchung der Vorzählen in den vorliegenden Entwick« 
lungen zeigt ihre Abhängigkeit von einander. Die Vorzahl des Arten Glie- 
des im mten Unterschiede ist aus dem der Vorzahl des ften Gliedes im 
vorhergehenden oder (m — l)ten Unterschiede und der des (^~l)ten Glie- 
des im mten Unterschiede, beide m mal genommen | zusammen gesetzt« 
Bezeichnen wir die drei genannten Glieder durch a][*, a]|^^ und Ap^, so ist 

Geht man nun mittelst dieser Gleichung von den Vorzahlen des ersttti 
Unterschiedes^ die alle der Einheit gleich sind, zu denen des zweiten ; von 
diesen zu denen des dritten über, so erzeugen diese Zahlen Aggregate, 
an denen man bald erkennt, dafs sie die Produote der Verbindungen mit 
Wiederholungen sind, die aus den natSrlichen Zahlen erzeugt werden* Die 
Vorzählen der Glieder des zweitem Unterschiedes sind die Summen der Ver- 
bindungen aus den Zahlen 1, 2, der Reihenfolge nach zu 0, 1, 2, 3, •••• Ele- 
menten; die des dritten sind die Summen der Verbindungen aus den Zah- 
len 1, 2, 3, zu 0, 1, 2, 3, • # • . Elementen u« s« w« Dabei ist nicht zu über- 
sehen, dab diese Summen siimmtlich mit einer Facultät von so viel Fao- 

Crdle'f iounial d. M. Bd. XII. Hft. 4. 40 
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toren rerbundoi werden mSsseo, als der Untemohieds-ExpoDept Einhei 
enthält. Die sich hieraus ergebenden Darstellungen sind folgende: 









2.2 



,3i-l 



2 
3 



,41-» 



IPI 



,51-1 



A»yf=: 1.2.3 ^j'P-»(^)'+ i^.3 < 1^J^*(^)'+ 1.2.3|1.1I-^V(A«)* + .... 



1.3 
22 
2.3 
3.3 



1 
2 
3 
4 



fil-i 



AV=t24.4^^«(A«r +1.2.3.4 l|-^>-»(Aa:)*+1.2.3.4|l..l ^^6(^)* + .... 



1.2 
1.3 
1.4 
22 
2.3 
2.4 
3.3 
3.4 
4.4 

u. 8« ir. 

Bezeichnet man nun die Summe der Terbindui^en mit Wieder 
holungen aus den Elementen 1, 2, 3, .... m zu 7 Elementen durch 

SC'(^i 1,2,3, m), 

80 fliefst hieraus folgende dritte Darstellung fnr doa mten Unterschied ef- 
ner Potenzialfunction : 

13». A",'Ps= i.2.3....m5C^(0;l,2,3....i>.) P^^~!^V"^^~''"^^V '^(^)* 

+ 1.2.3....m5g^(l}l,2,3....m) P^P"';^^'V'^.T'"V -*-H^)"'+* 
+ 1.2.3....mSC(2i 1, 2, 3 ....m) £i^ll^~l^~=:iVp-"->(Ax)'-+« 

••••••••••••••••• •••••• « 

4-1.2.3....«SC^(p-m,'l,2,....m) P(p- 1)-" 3.2.1 ^^^ 

X« ^ • • • • p 



liegen des ausiuhrliohen Ganges zur Aufeudbuog der ia (134. — 139») 
mitgetheilten Resultate ist |9DiffereDzial*<]lalcul $• 127. u. f. pag«46." nach« 
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§. 20. 

Anweoduogen« 

Eine Anwendung, die sich zunüchst aus den Resultaten der beiden 
vorhergehenden $.$« entgegen stellt t ist die Summirung der Producte, 
welche durch die Verbindungen mit Wiederholungen aus den Elementen 
ly 2f 3, ••• • entstehen« Beriicksichtigt man nSmlich, dals die Vorzählen 
der Glieder in den entwickelten Darstellungen (137.) und (139.), wenn 
auch in Form verschieden, doch einander gleich sind, so hat man fol- 
gende Gleichung: 

140. 1, 2, 3 .... mSC^fi 1, 2, 3 .... m) = s{ l;^-^ TJ^'^t.) ' 

^ '*(*»; 1,2,3.... 9+l)K 

Entwickelt man nun die Darstellung auf der rechten Seite des Gleich« 
heitszeichens in Partialproducte und vereinigt sie durdi zweckmälaige 
Anordnung, so entstehen folgende Gleichungen 



1,3, 3 • ...;;?)= 1^ 

1, ^, «9t • • • ff») *— —3 (^ , 



I o ^ ^^ _ 3m + l m{m^\){m^ 2) 

1, ^, o • • • « m) — j| • r72T3 * 

i r^ o ^\ wifm+l) iw (m+<) fyy* + 2) (m +3) 

1,^,0. ...m; ^^. 1.2.3.4 ^ 

- ^ ^ X l5m*(m-t-2)4'5m ->2 m(m+l),...(m+4) 

I,^J.-../?i; 2*1. 2. 3. 4 • 1.2. ...5 > 

4 ^ *j V 3m*-f- 10m'+5/n* — 2m m .... (m*|-5) 
1, ^ J . • . . 17?; CS p-r • — r-n g— 



4SC'(0 

|5C'(2 

141. {5(;'(3 

IvS C (4 

SC{0, X, ^, ^ . . . . ...; = j-^ 1.2....^ > 

u« s. w. 

Diese Producte werden in der combinatorischen Analjsis sehr häufig 
erzeugt, daher ist rine Summirungsweise für sie erwQnschf. Die hier ge« 
wonnene Darstellung gilt jedoch nur für den Fall, wenn die erzeugen- 
den Elemente 1, 2, 3 ... . m sind« Ist aber ihre Zunahme grolser als 
die Einheit und beginnen sie nicht mit der Einheit, so geben die For- 
meln keine Auskunft« Eine ganz, aligemeine Summirungswefse dieser Ter- 
bindungen ist in der zweiten Untersuchung meiner anafjtisehen Forschun« 
gen (Heidelberg bei Ofswald) gegeben, worauf wir verweisen. 

Eine neue Darstellung aber für den mten Unterschied der Poten- 
zialfunctionen gewinnen wir durch Einführung der aufgefundenen Glei« 
chungen in (139.), nSmlich: 

40» 
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+ (3m+l)m p(p— l).»>(p — m — 1) yp-Hii-j/^jp\iiH^ 
4 * 1.2.3 ■' ^ ' 



, m(m+l)m p(p~l),>»(p~m~2) ^p-i,^ fA^ym^ 

oder auoh^ wenn man die allen Glieddm gemeinschaftliche Faoultät ans« 

schdde^ 

143. A-j^ =/i(^-l).0)— 2)....(^-ml+1).m(A;rr[^ 

, 3m+l(p— m)(p--ift--l)(Aar)* ^ m(m4 -l) (p— mXp— m«»l)(p~m--2)(Aa?)* , 1 

T 4 r:2 •" ~r:2 ro »'••••J • 

Eine andere Anwendung erhalten wir^ wenn wir die Gleichung (135*) 
SU Grunde legeny und sie mit der so eben gewonnenen Entwicklung ver- 
binden« Wir gewinnen dann eine Reihe mit ihrem Summen -Ausdrucke« 
Beginnen wir mit dem niedrigsten Gliede (— 1)"'7''> so wird es positiri 
wenn m dne gerade Zahl ist« In diesem Falle gilt^ wenn yf'ssia^ ge- 
setzt wird: 

Ist abw m eine ungerade Zahl, so wird (— l)"'j^s= — y^. Um audi in 
diesem Falle mit dem niedrigsten Gliede, als eioem positiven, beginnen zu 
kfinnen, verändern wir die Zeichen der Gleichung in die entgegenge- 
setzten« Oadureh entsteht: 

145« aP — ^{x^Lxy^^!^^~^{x2Axy 
-,(p-l)(p.2)^(p.m+l)m(^)-[^ +E^ 

Diese Gleichungen lassoi sich besonders zweckmSisig benutzen, wenn m 
nnd p sehr greise und nahe liegende ZSahlen sind; denn alsdann bridit 
die Reihe auf der Seite des Gleichheitszeichens schnell ab« 

Ein Beispid nvfg hier stehen« Es sei /i ss 10, m = 8, a^ =s 1 und 
Ajpsal, so ist 
1— 8«2«^+ 28.3»— 56.4^+70.5'^— 56.6^+28.7«^— 8.8*^+9^^ = 

10.9.8«7.6.5.4.3[8+^ + ^] = 119750400. 



24. Oeitinger, VnieritAiede der einfaehen FuneHonen. $09 

§. 30. 

Uotenchiede der Faculiateo. 

eine FacuItSt durch 
bezeichnet ^ so ist nach (133.) der erste Unterschied: 

also 

146. A jP I ^ = (y+AxXY+2Ax)....(y+(p—i)Ax)pAx = Kr +^y"' ' ^""^^^ 
Wird diese Gleichung festgehalten und nach ihr die Unterschiedsnahme 
der FacuItHten bestimmt^ so gewinnen wir aus ihr den zweiten Unter» 
schied^ wenn wir sie mit a vervielfachen und die Gleichung selbst nadi 
ihr behandeln« Es entsteht alsdann 

^yiA* =;iAarA(y + Aar)P-*'^* = /^(/>— l)(r + 2Aar)^^'^(Axy. 
Auf gleiche Weise erhalten wir den dritten Unterschied^ und es wird 
^3 ^P I A* ^ ^2 1 -1 (ajp)2 ^ (jr+ 2 Ajr)P-^ i ^^ = /i (/?— 1) (>— 2) (/+2a^^ 
u« s« f. Hieraus erkennt sich leicht folgendes allgemeine Gesetz: 

147. A^jPi^ SS />'«^'*(y + /wAa?)P^'^*(Axr, 
oder, in entwickelte Darstellung: 

148. A«/iA* SS 

Wird durdi die Facultat 1.2.3 •.../9 gemessen, und werden die gleichen 
GrSlsen aus Zähler und Nenner entfernt, so entsteht aus (147.) 

bt die Facultat « die wir durch y'^P^^ bezeichnen wollen, gegeben: 

yP I A* . 

SO ist nach (133.) 

,^ 1 1 

— pAjC 

y(y+Ax),...(>'+pAar)^ 

also 






Ay-P 

Wird diese Gleichung als Torschrift ITir die üoterachleds - Ableitoog fest- 
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gehalteDi und nach ihr der zwdte Unterschied genommeni so wird 
Auf gleiche Weise erbalten wir Jon dritten Unterschied 

Das allgemeine Gesetz erkennt sich leicht, wenn man berüdwdidgt : 

150. .«X— =(-irE^^. 

oder in entwickelter Darstellung: 

Die Gleichung (151.) stimmt vollkommeu mit (147*)j wenn dort— ;» statt 
p gesetzt wirdy denn man erhält 

Bernckaichtigt man nun^ dab 
und 

y— (/>+"») I A* s=5 — , 

SO bestätigt dies die ausgesprochene Behauptung^ und die Übereinstimmung 
der positiven und negativen Facultäten in ihrer Bildungsweise. 

Whrd (150.) durch die Faeultät 1.2.3.. ./> = P<' vervielfacht, 
so entsteht: 

1P+*» U . p (A .t)*^ 



(-ir 



yH*" I A* * 



$. 31. 

Anweodungeo. 

Auch von den im vorigen §• gefundenen Resultaten lassen Mch 
mancherlei Anwendungen auf Facultuten« Reihen machen. Legen wir 
nSmlich die Reihe (120*) au Grunde, und: setzen dort ^s=«^iax^ so .wird 
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153. A-xP'^ t» 

Vergleichen wir mit dieser Reihe die Entwicklung (147.) ond be- 
riioksichtigen, dab bei geradem m das Glied (— 1)^«^'^'' =iar-^\ bei un- 
geradem (—l)'"jrP'^ = — djJ'lA'j wodurch im letzten Fall eine Zeiohen- 
TerSnderung nöthig wird; so fahrt diese Yerbbdung, wenn audi hier yssx 
gesetzt wirdy zu folgender Gleichung» 

Setzen wir nun, um eiofiachere Darstellungen zu gewinneuj a jr s= 1 , und 
messen nut der Faoultat 1.2.3..../}, so entsteht 

,- a{x+i)....(x-hp-i) m (:r-HXa-+2)....{g+p) , mim~i) (a-t>2)(fc+3)....(jpf pft) 
"^' 1.2. ...p 1 1.2. ...p "*" 1.2 1.2. ...p 

f ^ sm (x-!-w»)(3f4mft)....fa-t-pim-l) 
""V—V 1.2.. ..p 

^_ / j\»» (p"-»'-H)(p— m42)....p(a?-fm)....(x-fm-|-p— 1) 

Ist ar=l, so wird 

1« 1 ^(p-l-t) I (m~l)iff(p+l)fA^+g) (m-2)(m~l)m(p-fl)(p+2)(pf3) 
IDO* 1 ^2 "t" 1.2.1.2 1.2.8.1.2.3 

/ I vm (m4-l)(in+2)....(m-hp) 

'— V.— i; r2...-p 

j^ / \m (p— iW'fl)(p-*ifff2).,>.pCi«+l)(m+2)....(m4-p) 

I.2.U. • . .p 

Ist aber m^szp^ so gewiont man für eiu gerades m: 

|ey -I w(m+l) , (m-l)m(m+lKfw+2) (m-2)....(m+3) j l t2....2m _. 

ID/. 1 ^^ -t- 1.2.1.2 1.2.3.1.2.3 '•••'^1.2*.3*....m*'"' 

und für ein ungerades m: 

XKSL 1 w»(m'f 1) I (m«l)....(m4-2) (m-2)....(iiff3) 1.2. ...2m ^__ | 

iDö. i rnr*"' rr^^^ 1».2*.3* " ••••"" t. 2*. 3*.... m» — *• 

Legen wir aber in der Gleichung (120.) die Function — — zu Grunde, 

so erbälten wir, in Racksioht auf die Gleichung (1 5 L) und auf die Torsii- 
nehmende Zeichen -Yerfinderung, £e auch bei einem ungeraden m einen 
positiven Summen -Ausdruck erzeugt , folgende neue Darstellung: 
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15». •r?77-7-r^=^.+7T~fe%r7:-..-.(-i)' 



p ( p+i) .... (p+m— 1) (Aa?)» 

oder, waiD mit der FftOuItSt 1.2.3....;t> Terviel&oht wird, 

«1»^ l'«2»3»»«>p m«'l<2«>fp I m(m'^l)3« 4.««>p m\i^ l>2»3e»**p 

Wird bierin jp ss 1 und a jr = 1 gesetzt^ und werden die gleidi^i Grofiien 
aus den Zahlern und Nennern entfernt ^ so entsteht 

II»! A ^ _t m{m — 1) m (m — *1) (m — 2) t 

*'*• P+1'*'(p+1)(p+2)~(F+1)(]H5)TF?3)'^'*" 

/ -i \m Wt (iit~"" 1) »»•• 3»2 « 1 p 

'•••'^ ^ (P+l)(7>-h2)....(p+ni) — p+im* 

Hieraus folgt, wenn m = /> gesetzt wird, eine Reihe von folgender Gestalt : 

1 Ao \ yy> I iw(iw~i) m (iii — 1) (m— 2) / 4 n„j iw«««» 3.2.1 . 1 

*^^* *~ iH^ "*■ Cm+lXm+2) ~(m+lXm+2)(m+3) **• '^ *^ (m+l)....2ii» ~ 2 * 

die um so merkwürdiger ist, da sie einen bestandigen Werth hat, m mag 
eine gerade oder ungerade Zahl bedeuten« 

Aus dem Summen «Ausdruck ^ der Reihe (161*) ergeben sich 

über die Natur der Reihe (151.) folgende AufiM)hlüs8e# Da f immer 

ein echter Bruch ist^ so ist der Werth dw Torliegenden Reihe inmier klei- 
ner als die Einhdt* Die Glieder der Reihe miissen daher convergiren« 
So klein nun auch der vorliegende Bruch werden kann, so wird er doch 
nie verschwinden, dahw hegen die Werthe aller möglichen Reihen von 
der Torliegenden Form zwischen den Grenzwerthen und 1, denen sie 
sich unendlich nähern, aber nie gleich kommen können« Hieran sohlielst 
sich noch folgende Bemerkung : Je- naher die Werthe von p und m sieb 
liegen, desto mehr wird sich der Werth der vorliegenden Reihe der Grenze 
\ nähern; je weiter sie auseinander liegen, desto entfernter wird der 
Werth der Reihe von § liegen. Ist m grufser als p, so werden die Werthe 
der Reihe zwischen und i liegen , ist p gröfser als /n , so werden sie 
zwischen -1 und 1 fallen. Setzt man in (162.) mzis oof und beriickuob» 
tigt, däls die endlichen Werthe neben dem Unendlich «GroCien verschwin* 
den, dafs also 
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ao _ ^50 _ I , QO(0C — 1) oo^ ^ 



oo+l oo » (oc-|-l)(x)H..V!) oo 

ist 9 80 geht hierauf! die schon bekannte Reihe hervor: 

163.. i = 1 — 1 + 1 — 1 + 1— !•..•, 
die eigentlich ein unendUches Geschüft andeutet. 

Unter scbiede der ExponentialgrSfsen. 

Sehr einfach stellen sich die Unterschiede der Exponentialgro&en 
dar. Zuerst erhalten wir aus (120«)^ wenn ^ s= o> gesetzt wird^ 

Eine zurücklaufende BHdungsweise wird durch die Fuudamcntal-Gleichung 
(133.) aufgefunden: 

Sie zeigt das ßildungsgesetz deutlich an* Wird sie mit a rervietfacfat^ so 

entsteht 

A^a^ = (a^— 1) A ö^ = (c^— l)(«^'-.l)ö'^ = {a^^ifay. 

Eben so erhalten wir^ durch Vervielfachen mit a^ hieraus: 

A'ar « (o^^--l)'Acy = (a^^— lyay. 

Demnach allgemein 

165. A'*ay = (o^^— l)'"c% 

Eine ähnliche Bildungsweise erhalten wur fiir ein negatives y^ und 2?var 
aus (120.) 

160. A-l. = — i ^ + _Jllf2±JÜ ....(— irl:* 

El>en so ergiebt sich die zurücklaufende Bildungsweise 

1 ^_ 1 1 1 «^ .^ 1— g^^ 1— g^^ Jl^ 

Diese Gleichung giebt die Vorschrift für die Ableitung des zweiten Un- 
terschiedes. Wird sie, um den zweiten Unterschied zu gewinnen i mit a 
vervielfacht, so wird 

I l-aA* 1 l-ifAtf l-a^r 1 



A'^ ~ A — 






U' a^Jf äy ||Aji qAv o>' \ u^^ 

Eben so entsteht der dritte: 



A^ 
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das •Ilgemelne Gesetz läüst sich durch folgende Gleichung darstellen: 

167. A--= (__)._. 

Die AnweoduDgen^ die wir hieraus ziehen, sind folgende , wenn in (164) 
und (ICS.X y = :r gesetzt und die Zeichen berücksichtigt werden : 

und aus (166.) und (167«): 

169. 1 !1- + J!lfcdl _,...(_!)-_!_ 

o* a^+A* ' 1,2. <»*^^* ^ o*+*A* 



Für ein gerades m wird der Summen-Ausdruck positivp für ein ungerades 
negativ. Die Summen - Ausdrücke führen bei der Anwendung immer auf 
sehr kurze Darstellungeue 

§. 33. 

ÜDteTScbiede für Sinas und Cosinus. 

Wir wenden uns nun zur Darstellung der Unterschiede Ton sin/ 
mid cos/. 

Aus der Gleichung (120.) gewinnt man folgende Darstellung, wenn 
Xssinjr gesetzt wird: 

170. a"* sin/ == sin (y+m ajc) j- sin (/-f- (m — 1) ax) 

+ ^^^^^»"i(r+(^~2)Aar)....(— l>s^ 

Da die zurücklaufende Bildungsweise der hohem Unterschiede für den Si- 
nus und Cosinus eines Winkels den ersten Unterschied beider Winkel« 
functionen voraussetzt, so haben wir diese vorerst aufzusuchen. Der erste 
Untersdiied von sb/ bt nadi der Gnmdgleichung (133.) 

A sin/ = sin(/ 4* ^ ^) *— 8Ü1/. 
Die Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens lassen lich 
nach folgender, aus der Trigonometrie entldinten, Gleidiung 

unp — nmf = cos ^ ' ■ * , sm ^ ^ ^ 

in folgenden zusammenziehen: 

sin(/+Ax) — sin/ = 2.cos(/ + ^).sm4Ax, 

daher ist / a \ a 

172. asiny = 2.«»(>+^)ain^, 
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Hieraus entnehmen wir die Vorschrift: der Unterschied des Sinus 
eines Winkels wird gefunden, wenn der Sinus in den Cosi- 
nus übergeht, der Winkel um die halbe Zunahme wachst, 
und der so veränderte Cosinus mit dem doppelten Sinus der 
halben Zunahme vervielfacht wird. 

Der erste Unterschied von oosy ist nach der Grundgleiohung (133.) 

A cosy = cos {y -|- a jr) — cosy. 
Die Ausdrücke auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens lassen sich 
nach der Gleichung 

conp — cosf == — 2sin ^ j ^ • sin ^7"^ 
in folgenden zusammen ziehen: 

cos(y + ^^) — ^^^y =^ — 2 sin ^jr + -7p j sin -j^ , 
also 

7H--5-JsinJ Ajr. 

Die Torschrift dieser Gleichung ist: der Unterschied des Cosinus 
wird gefunden, wenn der Winkel um die halbe Zunahme 
wachst^ der Cosinus in den negativen Sinus übergeht und 
mit dem doppelten Sinus der halben Zunahme vervieN 
facht wird« 

Der zweite Unterschied des Sinus wird dur<& Yervielfachen der 
Gleichung (172.) mit ä gewonnen. Es ist 

A'cosy = 2 8in§Aj?Acos^-|-— j, 

und man erkennt, daCet der zweite Unterschied dois Siuus den ersten des 
Cosinus voraussetzt« Wird also Acos(jr+iAjr) nach (173.) behandelt, 
und der erhaltene M'^erth eingeführt, so entsteht 

A^siuy = — 2'sin(y-t-A.T)(siniAa:)*. 
Eben so erhalten wir 

A^siny = — 2^(sinjAj:)'Asin(jr + ^^) 
= ~ysin(/ + ^)(siniAx)\ 

Auf gleiche Weise 

A*siny = 2*cos(y + 2Aap)(8iniAa?)*. 

Hieraus flielst folgendes Ableitungsgesetz: 

41» 
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A*-+*8br = (~ir 2*-H^* COS (r + l2i^ 

■ 74 i \ Z / 

A*-^»m/ = (— 1)^' 2*-^^ sin (/ + (2m+l)Ax) (sini Aar)^^^^ 

Der zweite Untersdiied des Cosinus wird gefund«i^ wenn man (173.) mit 
A Tervielfacht ; alsdann entsteht 

A^eosjr =s — 2sinfAj!r^ sin [7 + ^)1 

and mm diese CHeidiung nadi (172.) behandelt« Es entsteht 

A^oos jr =5 — 2- . cos (7 + A jp) (aiu f a xj\ 
Eben so acht man aus (173.) den dritten Unterschied^ und es wird 

a'oos/ = — 2^(siaiAa?f Acos(r + Aar) =r 2'sin(7 + ^)(siniAjr)% 

und 

A^oosjr SS 2*cos(y + 2Ax)(8inf AX)*, 

Demzufolge ist das allgemeine Gesetz: 

A««cos7 = (— 1)^2^'« cos (y + 2/wAjp)(sini Ax)'- 

I A*-+' cos/ == (—1)-'^* 2^-+* sin (y + 1^?^ a x) (sin f Aar)«-H-i, 

• |A*^^cos7==(— l)'-^'2^+^cos(7+(2w+l)Ax)(siniAx)*-+% 

V'«+^cos7== (— ly-^'i*"*^ sin()r4. i^!^ Ajc)(sini Aar)*«^^. 

$. 34« 

Um nun aus den Resultaten des vorhergehenden {• weitere Folg^ 
rungen ziehen zu können ^ vergleichen wir (170.) mit der Darstellung 
▼on (174*)* Aus (174*) ist ersichtlich^ dals die Darsteflung der Unter» 
schiede von uny in den Perioden der Tietfachen der Zahl 4 sich bewe» 
gen. Berücksichtigt man bei dem Torausstellen des GKedes ( — l)'*sinj 
in der Darstellung (170.X ^ einem Positiven, den Zeichen -Wed^t bei 
einer imgeraden Anzahl, so hat man folgende vier Reihen für dfe Sinus, 
mit ihren Summenausdrucken, wenn /sor und m=s4m, 4m -)-l u. s. w. 
gesetzt wird: 

17«. sinx-^sm(x+Ax)+ i^ii.^^ 

= — 2*'"sin(a? + 2iwAx)(siniAjr)*-, 
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«Inar— *!2+Li]a(x-{'&x) + fet^sin(a?+2A*). . . .(— ) wu(.r+(4m+l)Aa:) 

t= — 2*'"+' cos {x + i^^fci A j:) (sin i A ar)""+', 

s= — 2*«+' »in (* + (2 m + 1) A Ä-) (sin f Ä ar)**+', 
8iax— I2i:5sln(^+Ajc)+ ^^'"•^^^^'"^^^ 8in(jr+2Aar)..,.-Mn(*+(4OT+3)Aa) 

= 2*"+» cos (jT + i^J±^ A ar) (sin § a jr)". 

Ähnliche Betrachtungen führen zu folgenden Reihen, und Snmmenaus- 
dräcken für die Cosinus« Es ist: 

CO8JP pCOs(d? + Ajc)+-2!^j^^^co»(r+2Aap).„. +008(x+4ffiAx) 

= 2*'"C08(ar + 2mAar)(8iniAx)*'», 
C08JP— —ti oo»(x+Ajr) + <*"'+}J*'^ co8(;r+2Ax) 008(ar+{4in+i)Ax) 

= 2*-^' sin {x + i^ A x) (sin f a x)*"^', 

cosar— ^!^ cos(a;+A.r )-}- Ii!!±2l^2±l)co8(«+2Ax) ....oos(ar+^i7i+2)A.r) 

=s --2*'"+'co8(a?+(2/n+l)Ajr)(8in-|Ax/'^*, 
coBX" isd:!oo»(.r+Ajp)+ ^'^'" ^f ^^'"•^'^ W x+2 Aar)...(— )cos(g-f (4r/i+3)Ax) 

$. 35» 
Uat«nch!ede dar Log«rl(hni«n. 
Wir beendigen die Darstellung der positiven Uuterschiede der Funo« 
tionen mit denen der Logarithmen« Der erste Unterschied der Logarith- 
men ist nach der Gleichung (133.) 

178. AlogJ' =5 l0g(jr + Ax)--l0gjr = lOgi-^ = log^I+yj. 

Nun ist 

log(i+tt) 8= «— Y + T~"T"^ 
demnadi lä&t sich der erste Unterschied eines Logarithmen auch durch 
folgende Reihe darstellen: 

iw .1 ^* (A.r)* , (Ajc)* (A.r)* , 



177. 



• • • • 
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Da der Untersdiied ^aes Logarithmen sieh auch durofa die Gleidiuiig 
lt}g(j-f- Äx) — logjr darstelUi so bat man, wenn dieses mit (1^®*) ^^^bun- 
den fiird, auch folgende Gleichung: 

und hieraus, wenn wir, um eine allgemeinere Gleichnog für Logarithmen 
zu erhallen 5 jr = a und ^x^=^x setzen 

180. log(t/ + z) = Iogi/ + -^ — yjp4-^ — ^ + 

Diese Gleichung halten wir fest, um die höheren Unterschiede der Loga- 
rtthmen zu gewinnen. Aus der Gleichung (120.) ergiebt tich für den mten 
Unterschied der Logarithmen 

181. A*logr = loi(y+«A:r)~plogO.+(m-l)Ax)+=^^y^ 

....( — l)*logy. 
Werden nun die Logarithmen^Ausdriieke auf der rechten Seile 
Grieichheitszeichens nach (180.) entwickdt^ so erhalten wir: 

I / i ^ > , I w»Äjr «•(Aar)* , m'(Ax)' 

logCr+ifiAx) = iosr+— 27^"^ — 3?^' 

^ / . / 4NA x— 1 ^ fm.l)Ax , (m.i)'(A3c)' (m-lV(Ax)», 
— m log (/ + (m- 1) Ax) « — m log j^-m i }.m 2 \ ^ ty* '"'*" 

-l)(m-2r(Ax)* 

"■■" "T" •••• 



• • .. 



• « • • 



=^ l060-^(m-2)^) « '^ log^+ ^<^f ("»-^^^ - ^ 



2^. 



(m)—« m log (/ + Ax) = (—1)-» ^m log y + m— j ^^« + j -jp^ - •••• j 

(—1)- log y sss (—1)- log/. 

Zählea wfir die Reihen auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
in verticaler Richtung zusammen, und bemerken, daGs 

ist 9 so haben wir^ bei Ausscheidung gleicher Factoren: 

A" logy = (/n — ^ (m-1) + ^=^^=^/n -2) . .. .) ^ 
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Diese Darstellungfällt mit der (1 36.) gefundenen zusammen^ und es gel- 
ten daher von den in Klammern eingeschlossenen Vorzählen die Bemer- 
kungen, die schon friiher gemacht wurden* Die Anzahl der Glieder der 
Reihe ist unendlich, und die Vorzählen erzeugen erst dann reelle Werthe, 
wenn die Exponenten von m entweder so grofs oder gröfser als m wer« 
den* Hieraus gewinnt man folgende Darstellung für den /nten Unterschied 
eines Logarithmen: 

182. Ä-log,==M)-'(«- -Y(m-m +21^(^-2)- ...•)^ 

Setzen wir statt der gefundenen Vorzahlen die ihnen gleich geltende Werthe 
aus (137.), so erhalten wir 

183. A-Iogy =: (-ir-^^5 (^;i^--^ )(^ 

r— ir .gC ^-2.3....(m+t) \ (Aa?y"-K 

f_ 4 -j«+i c / 1.2.3....(m-t-2 \ (Aa:)»'+» 
^ ^ \ "^'P(« . 1, t, j) • / (m + l)r"+* * 

Eben so aus (139.) 
184. A-Iog^ = (-l)'-'1.2.3....m»SC'(Oj 1, 2,,.../«) ^^ 

(-.1)M.2.3....WÄC'(1; 1,2,....m) ^J^^^J^, 

(-ir+U.2.3....mÄC'(2;l,2,.,..m)^J^^. 

Oder hieraus^ mit Benutzung der Werthe aus (141.): 

185. A-logr.= (-l)-^L2.3..m|^;^^;^ tF - (^ +/) ^..^i 

3m4-l m(m+l)(in4.2) (a:t)'"+« 



4 • 1.2.3 '(m+2)7«+2 

m (m +1) m(m+l)(m+2)(m+3) (Aa?)"- *-> 

1.2 • 1.2.3.4 '(m+ä)/*'+^ 

Die so eben gefundene Reihen erstrecken sich bis ins Unendliche. 
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§. 36. 

Ton der Bar^ehnvog der LogaritbmeD durch ünteffsdiiade« 

Die Unterschiede ^r Logarithmen lassen sich zweckmäüiig zur 
Aufifindiiug der Logarithmen überhaupt^ besonders aber sehr grober Zab« 
len gebrauchen« Die Con vergenz aller im Torhergehenden $• aufgefon« 
denen Gleichungen hSiogt von der Beschaffenheit der Function y «nd ax 
ab. Ist y sehr grols und a x sehr klein^ so werden sie sehr brauchbare 
Ausdrücke Uefem« Aus der Gleichnuug (180.) hat man, wenn y es j und 
A oc = 1 gesetzt wird. z. B. 

Wenden wur diese Gleichung auf die Berechnung des hyperbolischen 
Logarithmen von 1001 an, so ist 

loglOOl = k)glOOO + j^ "2000000 **"äOOOOOOOOO~'"'" 
Da das vierte Glied schon nicht mehr auf die 13te Decimalstelle influirt, 
so ist 

loglOOl = 6,9077532789 +,^-.2lK]50^ 
= 6,9087547793... • 
Ist der Logarithme von 1001 gefunden, so tSht sich der Ton 1002 u.f. w« 
finden, wobei die gefundenen lYerthe benutzt werden können. 

Eine andere ^ viel kiirzmre und dabei aOgem^nere Methode ist fol- 
gende. Aus der Gleichung (130.) ist 

Wird Xsslogo^ gesetzt, so ist JC^ :=lag(x+mAx)^ und hieraus: 

188. Iog(.r4'^^^) = togJc+ Y^tog^+ '" rT AMogjg-f>**^ 
oder, wenn 2^ jt = 1 gesetzt wird. 

Diese Gleichungen haben den Vorzug, dals man für eine ziemlidi grofse 
Reihenfolge grolser Zahlen nur einmal Alog:r, A^logor, .... bis zu jeder 
beliebigen Genauigkeit zu berechnen nuthig hat. Ihre Beredinung aber 
giebt sich an (185.) sehr leicht, weil bei grofsen Zahlea die dort gege- 
bene Reihe sehr stark convergirt. 

Nehmen wir z. B. an xss lüODO, ao: s= l, so ist 



•-•• 
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AloglOOOO = ioÖöQ "" 2> 10000» + " • • ~ 0,0000 9999 5000 3333 083 .. . ., 
das Ste Glied iofluirt erst auf die 2lste Decimalsteile; 

AMoglOOOO = 2 [— 2^(5000"' "^ lÖÖÜÜ"' ■" 4.10000* "^ öTIÖÖÖO^ — . . . .J 

= — 0,0000 0000 9998 0003 50 . , . ., 
das 4te Glied influirt est auf die 21sto Deoimalslelle ; 

A logioooo = 6 [ß^iuooQ. — 2, 10000* + joooo* "■ ••••] 

s=s 0,0000 0000 0001 9900 998 .... , 
das Ste Glied influirt erst auf die 21st« Docimalstellc ; 

AMog h)000 == 24 [-- ^ß^gr + jö^ - oSüÖ^ + • • • •] 

o= —0,0000 0000 0000 0005 995 

das dritte Glied influirt erst auf die 238te Decimalsteile; 

.' log 10000 = 120 [^-j4^ - 5-*5^ +... .] 

SS + 0,0000 0000 (XXX) 0000 0024 

u. 8. w. Der secbsto und die folgenden Unterschiede influiren erst spSter 
als die 20ste Decimalsteile. Mau kann sie daher liiglich rernadilüCugen, 
wodurch man für die Berechnung der hyperbolischen Logarithmen der 
Zahlen reu 10000 au, folgende sehr kurze und «swedunüfsige Formel erhält 

187. Iog(i0000+m) =: 
log 10000 + m . 0,0000 9999 5000 3333 083 ... . 

_ lüS^Lpl , 0,0000 0000 9998 0003 50 ... . 

+ "'^"'7!?^? ""^^ 0,0000 0000 0001 9990 998.... 

_ 2ll!!Lzili'2:=:^ii?.ii^ 0,0000 0000 0000 0005 995 ... . 

1.2.3.4.6 

Wird hierin m selbst wieder eine grolse Zahl^ so wird nur nütbig sein^ 
etwa bis zum lOten Unterschiede fortzugehen; dann kann m schon bis 
zu einem M'erthe von einigen hunderten steigeui bis das lOte Glied einen 
Einflufs auf einige Zahlen von der 'iOsten Decimalsteile äufsert. 

Crefle*» Journal ö. M. Bd. XII. WL I. 42 
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B. Darstellung der negativen Unterschiede der einfacheu 

Functionen. 

§. 37. 

Darstellung der negativen Unterschiede der Potenzialfundiooen 

Nicht alle der in den §• §• 27. — 34. gefundenen Darstellungen für die 
hohem Unterschiede sind allgemein | und gelten deswegen auch urcht^ wie 
sich im Folgenden zeigen wird, von den negativen Unterschieden. Daher 
müssen die negativen Unterschiede der einfachen Functionen auf eigen« 
thümlichen Wegen aufgesucht werden, weil man nicht vorher wissen kann, 
welche Darstellungen allgemein sind« Die Darstellung der negativen Un«^ 
terschiede ist oft mühsamer. 

Wir theilen im Kurzen die Methoden mit, wie die negativen Unter-- 
schiede der Functionen aufgesucht werden, und heginnen mit der Darstcl« 
lung der negativen Unterschiede der Potenzialfunctionen. Um eine Ablei« 
tungsweise zu erhalten, vervielfachen wir den ersten positiven Unterschied 
(134.) §. 27. mit ^^^ nnd stellen das erste Glied auf der rechten Seite, 
worin äT^ ersdieint^ auf die linke Seite des Gleichheitszeichens: 

Wird hierin, /9+1 statt p gesetzt, und mit /iajct gemessen, so erhalten 
wir folgende Grundgleichung: 

Auf der rechten Seite erscheint ein Glied von a^^ be&eit. Diese 
Bemerkung zeigt die Methode, wie allmülig jedes Glied auf der rechten 
Seite von a^^ befreit^ und so eine Gleichung gefunden werden kann^ die 
auf Potenzen von y zurückgeführt ist« 

Behanddn wir nun das Glied — i y y^~* ax nach der Vorschrift von 

(187.), indem wir p — 1 statt p setzen, alle Glieder verneint nehmen und 
mit ip^x vervielfachen, und führen den erhaltenen Werth ein, so ent- 
steht, vom dritten Gliede an, folgende Doppelreihe, wenn statt der Zahlen 
1> l> 79 1» « • • • di6 Zeichen ^oj ^y ^2} ^39 • • • • gesetzt werden: 
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a23 



tr^yP 



«p+l 






A-*y''-'(4xy 



iTO ^ y^ K^x) — 



worin zwei Glieder von s~*^ befreit erscheioeD^ Setzen wir nun, der eiu« 
fächern Darstellung wegcii^ die Vorzählen dieser Glieder: 

-^2 + -^l = J^l» 

— ■« j "T* -^t ^^ "i > 



u. 8. w. , SO nimmt das erste Glied der Doppelreihe folgende Gestalt an : 
J9,£ifzl)A-'jP-»(Aa-)*. Mird der veränderUche Theil a-'^p-» dieses 

Gliedes nach (188.) in eine Reibe entwiokelt und in obige Darstellung 
eingefubrt^ so erhält man folgende Reihe: 



-IB,A 
+ B. 



-M»'^' 



^f^'-V-(-y 



^T^^-r-C")' 



worin drei Glieder von ä^^ befreit erscheinen« Nennt man nun vom 

ten Gliede an die Vonsahlen der Reihe^ Q, C,, C^ , so erhält mau 

folgende Bedingungsgleichuogen : 

i>3 j— 2 />! ^2 '^^ Q f 



Fahren wir fort, diese Reihe nach der angegebenen Methode zu behandeln^ 
so ergiebt sich hieraus eine Entwicklung von folgender Gestalt^ da die Ab«> 
leitungsweise einen bestimmten Gang angenommen hat: 

42» 
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oder auch, wenn wir, der bessern Übersicht wegen, ^|=s Qi, B| s= Oat 
Q3 = C, , C4 SS Dl u. 8. w« setzen, 

189. ^-^y^ ^ •-^^^Q.yP + J.Q.j.yP'Ux 



• • • 



worin folgende BediogungsglcichuDgen gelten: 

190.<A = C,— fC,^,; A^Cj-JIc.^,; !>,= C«-.J|| C' ^3} .... 



Man siebt, dals die Bildungs\reisc , welche diesen Gleichungen zu Grunde 
liegt y zurücklaufend ist. Die Vorzählen bestimmen sich durch folgende 
hieraus entnommene Darstellungen: 

V5 = "^-«5 "f- VI 1^^ ^i V2 -^ YJi '^ ^^ *• "J"^! V« > 






24. 0eiiing9r, Vnitrichiede der tif\fQ€h€n Funüiionm. 325 



Werden nun hieraus die fragUchen Werthe berechnet, so leigt sidi, dab 
die der Glieder, welohe die geraden Potenzen der Zunahme ax enthalten, 
verschwinden I und dals also in dieser Darstellung nur die Glieder vor- 
kommeui weiche die ungeraden Potenzen von i^x enthalten« Dies führt 
zu folgender Darstellung für den ersten negativen Unterschied der Poten« 
zialFunction : 



+B-r- ''-ri':»~*' j^("y 



Die Yorzahlon des ersten negativen Unterschiedes sind die BemonUisofaen 
Zahlen. Eine nähere Erurferung über die Ableitung dieser Zahlen ist in 
meinem DifTorcnzial-CalcuI $. 147. Pag. 209 u. ff. gegeben. Die höhern 
negativen Unterschiede der Potenzialfunctionen wurden bis jetzt keiner 
weitem l'ntersuchung gewürdigt. Ihre Darstellung wird gewonnen, wenn 
man die Glieder ilieser Gleichung mit ä~' vervielfacht) und dann jedes 
einzelne Glied selbst nach (192.) in eine Reihe entwiekelt, und stimmt« 
liehe Entwickclungen zusammonzählt. Man flndet 
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194. A r — (p+i;(p + 2)(p+3)(A^)« 2-(p+1)(p4.2)(ax/ + (HF1) 

"ff 

315* .1.2.3 J^ ^**^ 
, 1 p....(p— 3) ,^,-i/^ \« 

u. s. w. ÄbnÜGhe EntwickelungeD haben wir bd den Darstellungen der ne- 
gativen Aiifstufungen $. 13., 18., 79. n. ff. erhalten. Die GIdchungen (192.), 
(193.), (194.) gelten nicht nur für eine pontive ganze Poteoaalgrölse, sondern 
audi für eine positive gebrochene und negt'itire ganze und gebrochene Poten- 

1 i ' -.3. 1 

zialgrö&e, also auch für y-ft = — , (Ur y^ =s /jr' und £5r /""•• =:-pj~» 
und es ist 

_,i_ 1 1 1 1 paar 

"5. ii ^.p — (p_i),^-iAx 2yP 6*2 >H-i 



vy 



J.JL 1 P^P+t)(p + 2) (AX)' 

__ i. 1 p(p+1)(H-2)0H-3Xp-H) (A«r 

42*6* 1.2.3.4.5 '"pp?*" 

,11 p....rp+6) (Axy 

'*"30*T* 1.2....y •j'H-1 

Yergleicfaen wv die Gldchungen (192«<— 195.) mit der Gleidnmg (142.), so 
bemerken wir Iddit, dab bdde mit dnander übereinstimmen, denn die 
Glddiungen (192. — 195.) lassen sich aus (142.) abidten, wenn dort all« 
mufag — 1> — 2, — 3, «... statt m gesetzt wird. 

§. 38. 

Negative Unterschiede der Faculliten. 

UHr legen zuerst die Facultät 

yCr+Aj')(r-f-2Ax) ....(r+O'-i)^*) = /»«a» 

.TU Gründe, und gehen, um dieselbe darzustellen, von dem positiven Dn- 
terschiede (146.) aus, und vervielfiachen diesen mit a~^; dadurdi «ntiteht: 
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Wird bierin p-^-i statt p und y — ajt statt y gesetzt^ so wird die Zahl 
der Factoren am einen Tergröfiiert^ jeder Factor der Facultat aber um die 
Zunahme verkleinert ^ und es entsteht durch Messen von p. ax folgende 
Darstellung fiir den ersten negativen Unterschied einer Facultat: 



169. .-V'-=^=^^^. 



Die Vorschrift dieser Gleichung ist: der erste negative Unterschied 
einer Facultat von /»Factoren wird gewonnen, wenn man diA 
Zahl der Factoren um einen vergröfsert, den höchsten Fac- 
tor unverändert läfst^ und die so vergröfsurte Facultat mit 
derZunahme und der vergröfsertenZahl derFactoren tbeilt. 
Vervielfacht man (196.) mit a**^^ so entsteht. 



^^2.,.»A._ ^-^(r-^^)^^^" 



(p-|-l)Aa? 

^Vird nadb der gegebenen Vorschrift A-^(y — aä?/+*'^* behandelt, so er- 
halt man 

Auf gleiche Weise erhält man 

y — (p + 2)(p + l)(Aa;)» — (p+3;Cp+2)(p + l)(Ax)*' 

und hieraus allgemein: 

1V7. A y — (p^.l)(p + 2)....(p+m)(Aa7)'» (p + l)"»« H^orr 

Wird mit 1.2.3 ••••/' gemessen ^ so entsteht 

1»». A jp,i — l/'+«M(:iarr 1.2.3.... p(p+l). ... (p+w)(Arrr* 

Auf gleiche Weiso gewinnt man die negativen Unterschiede der Facultä't 

■ • — ; — - = = y-7 'A>-^ (Jeiit nian nämlich von 

^'(^•-}-Ax),.-.(r4-(p — 1) ^^t) yP\Ax J 

dem ersten positiven Unterschiede §. 30« 

aaS| und vervielfacht mit a~~^^ so wird 

y-plA* _: ^pAx A^^ -— ; 
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netzt man hierio p — 1 statt Pf und theilt mit ^—ptx^ so gewinnt man 
lur den ersten negativen Unterschied folgendes Resultat: 

Die Vorschrift, welche in dieser Gleichung enthalten ist, deutet sich leicht. 
Das Vervielfachen mit :r^ fUlirt zu dem zweiten negativen Unterschiede: 
,> 1 1 _i 1 I 1 






Auf gleiche Webe erhalt man den dritten negativen Unterschied: 



A-^ — — = 7 rr: tztt—. . ^^ 



Hieran» erkennt sich das allgemeine Gesetz leicht. Es ist 

199. .^-'" — ^ =: (— ir ^* 



yV\^x ^ ^ (p — l)w|— l^rp-w|Ax^'^j|,j»» 

Wird mit dei* Facaltät 1.2.3.... /i vervielfiMditj so entsteht 

200. A-"' -^ — = (— ir = (—1 T -^ '-^ 9 

oder in entwickelter Darstellung: 



20L A 



l«^«3«i.»p 



^^ ^ N jH \ mtt. O » • • • p 

~ ^~^ (p— i):p— 2)....(p — w}j (r+'^^)---(r+(p— '»~i)A^)(Ajp)-* 

§. 39. 

Negatira Unterschiede 4er ExpooeDtialgröfsea. 

Die negativen Unterschiede der Expouentialgrolsen leiten tidi leicht 
aus den positiven ab. Es ist nach $• 32. : 

Ao^ = (a^^ — Vjay. 
Wird diese Gleidinng sait a"*^ vervielfacht und durch a^"" — 1 gemessen, 
so entsteht: 

A^^0> = 



Der zweite Untersdiied wird durch Yervielfachen mit a^^ gewonnen , und 
es ist: 

A ^Ä^ CS A *«> Sli — ■ 



aA>f_i a^* — 1 a^^ — 1 (a^^^— 1)» 

Eben so ist 

A-*a7 äy 



A^ ä^ = 



(aAic_i>% (a-^x— 1) 



>• 
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u« 8. w. Hieraas allgemein: 



202. A-'-ßy = "^ 



Eben so hat man aus §. 32. die Gleichung für die Function 

1 1 — a^* 



A 



Wird mit a~^ vervielfacht^ und der hieduroh gewonnene Ausdruck AT^ay 
von seinem Factor befreit^ so gewinnt man 



-1 JL _ "'^ 



• "TT« 



ay 1 uAjc oy 

Wird diese Gleichung mit a""^ vervielfacht ^ so gewinnt man den zweiten 
negativen Unterschied^ und es wird 

^ oT 1 — a^^ ^y "" (1— a'Ax)^ ' «y • 



Ehen so erbalt man 






n« s. w« Hieraus allgemein 



203, A-»4 



§, 40. 

Negaüre Untencliiede fSir die Fondionen des Sinus «nd Cosinus. 
Die negatiTen Unterschiede der Funotionen des Sinus und Cosinus 
leiten sich aus ihren positiven Unterschieden und wechselweise von einan- 
der ab. Wird die Gleichung (172.) mit a""^ vervielfiacht, so geht sie iiber in : 



1% • AX _i / I Ax\ 

smjr = 2smy-A *CDS^y + -jj. 



Wird hierin y j- statt y gesetzt und mit 2sm-r' gemessen^ so entsteht 

der erste negative Unterschied des Cosinus ^ und es ist 

An{y~) 



204. A-* C0S7 






Geht mau von der Gleichung (173«) $• 33. aus^ und behandelt sie auf 
dieselbe Weise^ so erhSlt man den ersten negativen Untierscbied fiir den 
Sinus, und es ist. 

Crelle^i lonriMil d. M. Bd. XU. Hft. 4. .43 
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cos [^ j 

205. A"*8injr s=s ^, 

2 Aap 
Sin — 

Aus der wecbsdseitigen VerbiuduDg der vorstebeodeo GiAi 
einander ergeben sich die höhern negatiren Unterschiede« 

Wird (205.) mit a^^ Tervielfacht, so entsteht 

tr*%iny = - — -i^^ »oos(r--2-) 



7 sin ( j -r A jp). 



' (-•- t) 



Eben so 



t%* 



( ZtLX\ 



^ sin j = ^^^—, 



A"^8iny 



Hiwaus allgeman 



8?ti {y — 2Ax) 



206. 



^n., -. / 1 \«m «2121— 2»tAaO 

««•r — V—*^ 2«'»(«iniAar)*- » 

/ 2m+I \ 
co»^/ ^ — Axj 

""/ ~- V *' 2*'"+*(siniA:r)«"+» » 

/ 4in+3 \ 
cos \Y n ^^) 

sin/ = (—1)' 2«'»+»(woiAx)*'"+' • 

Auf gleiche Webe gewiBDon sich die negativen Unterschiede flir den Cosinus. 

A »0087 = 77—7^» 

u. 8. w. Allgemein: 

_, , •^«_ cos(y — 2mAx) 

207. ^-^"co8r = (-ir 2%;rr^' 



81D 
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. / 4m+l \ 

207, ^A COSjr _ ^— i; 2^h-2 (sjn i ^ ^/m+i > 

Anm« Da die Darstellung der negativen Unterschiede der Logaritbmao keine 
einfache Darstellung zulassen^ so übergehen wir sie. 



II. Darstellung der Unterschiede der einfachen Functionen 

durch Differenziale. 



J. Darstellung der positircn Unterschiede der einfachen 

Functionen^ 

i. 4L 

Formelle Darstellung der posifiren unterschiede« 

Wie wir die Aufstnfungen der einfachen Functionen durch Differen- 
ziale mittelst def Taylor'scben Reihe gewonnen haben: so werden wir 
auch die Darstellung der Unterschiede der Functionen durch sie gewinnen 
können. Die Tajlor'sche Reihe dient bekanntlich dazu, um eine Function^ 
die eine Zunahme erhalt, durch die steigenden Potenzen der Zunahme und 
der Differenziale darzustellen. Bezeichnen wir die ursprüngliche Function 
durch Xy und die durch Zunahme gewonnene durch X| y so ist 

^* ~ ^'♦""""JT" + 1.2. (5a:)* "*• U2.3.{dMy '^"" 

Nun ist der Unterschied einer einfachen Function , nach (133.): 

aX= X,^X, 
also auch, wenn auf der rechten Seite die Function X abgezogen wird, 

ZW. AA ^^ + 1.2. (da:)* +1.2,3.(ÖT)''^'-" 

Scheidet in der entwickelten Rahe die Function Xy die in jedem Gliede 
vorkommt 9 aus, und berücksichtigt man, dafs folgende Entwiokelung 

43 * 
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. ^ 1 ^ 1.2 ^1.2.3 



• • • • 



a' 



a' 



A 



ganz mit der entwickelten Darstellung fSr Xi zusammenfallt, wenn 
y =■ ^ ' gesetzt wird^ so bat man demnaofa^ als ersten negativen Un« 
terschied^ auoh folgende Darstellung : 

209. A X = e^^X— X = (e"^— 1) X; 
^ ist die bekannte Zahl^ deren Logarithme der Einheit gleich ist« 

Die Gleichung (209.) ist Yorsohrift für die Ableitung der höheren 
positiven Unterschiede. Vervielfachen wir mit ^, so ist 

X = V^"^*"— i)aX = \e'^—i){i^^—l)X = (e"^*"— 1) X. 
Aus dem zweiten Unterschiede erhalten wir den dritten^ wenn wir jenen 
eben so wie den ersten behandeln. Es ist also 

X = (^^—1) aX = (^A«_l)^(^A«_l)X = (ö"^^— l)x, 

X = (^"^'—1) X, etc. 
und hieraus^ da diese Entwickelung einem bestimmten Gesetze unterliegt^ 
welches sich leicht erkennen läfst^ 

210. A-X = (^"^*^— 1) X. 

§. 42. 

- Beeile oder entwickelte DarstelluDg der positiren Unterschiede. 

Die so eben mitgetheilte Bildungsweise ist nur formell; wir suchen 
nun aucfar eine entwickelte Darstellung. Zu dem Ende gehen wir von 
der Reihe (208.) aus^ und geben ihr eine bequemere Gestalt, iudetn vrir die 
Nenner- Facultaten der Reihe nach^i/ ^^^ -^31 *•*• nennen: danach ist 

Vervielfachen wir mit a^ und stellen den Ausdruck aX, der auf der rech- 
ten Seite des Gleichheitszeichens entsteht, durch eine Reibe dar, so wird 

Wird die Vervielfachung der in JClamtnern eingeschlossenen Reiben wirk« 
lieh ausgeiiihrti so entsteht 
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Nennt roan die Vorzählen in dieser Reihe JBi ^ B^^B^^ B^y . • • • , so un- 
terliegen sie folgendem Bildungsgesetze r 



■^p • ^1 • 



Jede Torzahl besteht aber aus Prqduoten tod Nenner -Facultaten; der 
dritte Unterschied Tfird auf dieselbe Art aus dem zweiten abgeleitet ^ wie 
der zweite aus dem ersten abgeleitet wurde. Die Vorstehende Gleichung 
giebt also das Ableitungsgesetz für die Vorzahlen des spätem Uuterschie« 
des aus den berrorgehenden. Bringt man nun die Nenner -Faoultaten 
unter einander in Übereinstimmung! so gewinnt man dieselbe Darstellung 
für die Vorzahlen der positiven Unterschiede durch DifFerenziale^ wie man 
sie schon %. 27« u. f. gefunden bat« Es entstehen daher folgende Glei- 
chungen) und zwar aus (137.): 



21L A«X 



\ '^-Prm, i!) / 1.2.3... 



T^m, i!) / 1.2.3....m(aa?)' 



-r*^V '"+'A'~;i,%3)! / 1.2.3....(in+2)(da?r-H» 



. »- » 



aus (139.): 
212. trx 



t 1.2.^... .mÄ(7%. ,, ^ „..„) 1.2....m(öa:r 

-t.l.:.J..,.WOI. (,.,,,, ....„, 1.2.3.... („4-2) (ax;"-»-» 
-t.l.-:^....WOrt. (J;i. »k. ....") 12.3.... (m+3)(^a^+* 



aus (142.) endlieh: 
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, 7ii(37K + l) (Aa?V"+*a'«+».y 

"T" 1.2.3 4 • ii3rir+» 

■ ni(m+l)re (Aarr+^a^+^Jg 
"T" 1.2.1.2.3.4 • (öar)"»+3 



a-H+x 



, 15mH"'4-2)4.5m« — 2 w (Ax)"^^ 
"^ 2.1.2.3.4.1.2.3.4.6 ' (51?y 

ibleitDDg tiniger speoieliea Fälle führt zu folgender 2!iMammen8teUang : 

^^ — 1.3a; •" 1.2 (aar) T" 1.2.3 (aar)» "*"•"• 

ii.-Y 1" (^«>1^'^ I 6 (^^)'f ^ I i\ (Aar)*3*X . 

A JL — l..i. t 2(dx)» ^ °* 1.2.3 (da;)» ^ *** 1.2 2.4(Ax)* ^ "" 

^- / ,y ^ (Ax)»a»X , Qg (Aa;)*a4X , ^e^ {^xY d* X . 
254. y ^ = *»• 1.2.3 (da;)» ■*" ^'*l.a3.4(ax)*+ *^"' 1.2.3.4.6(5«)' ^ 



B. DarsteliuDg* der negativen Dntersofaiede der einfachen 

Funotionen« 

$• 43. 

Formelle Darstellung der negatiTen TToterschiade. 

Die formelle Darstellung der negativen Unterschiede der einfachen 
Functionen durch Diiferenziale leiten sich aus der Gleichung (209«) leicht 
ab, wenn man mit a*"^ vervielfacht; es entsteht dann 

(A3C.3 % 

und hieraus, "vrenn der mit er^X Terbundene Factor we^ebraoht wird, 

216. A-»X = —-4 . 

Wird diese Gleichung mit a^^ vervielfacht und nach der Vorschrift, di 
in ihr liegt, behandelt, so entsteht der zweite negative Unterschied 
folgende Weise: 



also 
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A-'JT s=s is- ir'X = \ * X 



Eben so gewinnt man den dritten negativen Unterschied, und es wird 

Der einmal betretene Weg fuhrt zom weitem Ziele und es entsteht: 

216. A— X = -—^ , 

ff"^*"— i) 

oder auch, wenn man 

^ 1 — Aa^.g . (Aa:)'.a' . (Aar)'. 3» ^ 

* —1 — TT""^ 1.2(Öx)' "T 1.2.30ar)' "+* ••'• 



setzt, 



217. A-"X = 



/Aar.a , (Aar)».a' , (Aa;)'.a' , y 



f. 44. 

Entwickelt« Dflntellung der negatlren Unterschiede. 

Um eine entwickelte Darstellung für die negativen Unterschiede 
der einfachen Functionen durch Differenziale zu gewinnen, gehen wir too 
der Gleichung (208.) aus, und vervielfachen sie mit a~'; dadurch entsteht: 

Um A^^ X allein zu erhalten^ messen wir mit k die Gleichuog und brin- 
gen äT^ auf eine Seite^ dies führt zu folgender Darstellung : 

In dieser Gleichung erscheint ein Glied von a*"^ befreit. Die Gleichung 
selbst bildet die Vorschrift , nach welcher allmahlig alle Glieder yon a*^ 
befreit werden können. 



336 



34« Oettiftgtr, UntersckUde d^r einfachen Funciioneu. 



Wird nämlich in dem Gliede . ^\ - är^X der Ausdruck a^ io eine 

1 .z. ox 
Reihe entwickelt, so hat man 

\.2.dx ^ 1.2 "^ 1.2. 1.2. (Öo?)' "^ 1.2-1.2.3.(ajr)» '^"•••^ 

» 

and dann io (207.) eingeführt| so entsteht 

" -^ — (öx)-» ^ ""J T 1.2. (5a:) 4 



+ i 






1.2.3.(<)x)'''"***' 



Yergleichen wir diese Entwfdceluog mit der in (33.) von den negativen 
Unterschieden der Potenzial- Gröfsen gegebenen, so erkennen ivir sogleich 
ihre Identität. Es wäre deher überflüssig die weitere Entwiekelung aus- 
fahren SIT wollen , indem wir mir eine Wiederholung des schon einmal 
Gesagten geben müfsten. Zu bemerken ist jedoch, dals der Ausdruck 

K >_| (das negative Diffcrenzial) das Integral der Function X, also JXB x 

bedotttei. Diese Bemerkungen fuhren zu folgenden Darstellungen: 

J dx 2 ^ 6 2 dx 

1 1 iiix)*S*X 



219. 



■ 30* 4 •1.2.3. (ax)* 

, 1 I iAxyö*x 



220. 



—2 



r 



X(dx)* 

(AX)» 



-/ 



42 6 '1.2^... (ö^ 

i_ j_ (AxY a' X 

^30*8 •l.2....7(a«)» 
'*"6610*1.2....9(ax)* 

"*" 12 12* l.dx 

. 1 (Ax)»a*x 

'T 120* 1.2 (ax)* 
1 (Ax)» d« X 



Ax 



+ 



120*. 1.2.305«)' 



(ax/ 



a»x 



2ö2*1....4(ax)* 

1 (Ax)<a*x 

2d2*1.2«..5(ax)« 



221. .-^x^rm^^^r^^^r^^^^x 

J (Aa?)* 2/ (Ax)» ~J t9 8 

. 19 A.raX 

80 • taißx)^ 
_ 2 (a.t)>A»JC 
STJ* 1.2.3(30:)» 

»" 168'1....4(da?)^ 
**"840'l,2...5(aJcV 



u. ■• w. Wir bemerken aber^ dab die Gleichung (211«) niir für poti^» 
ti?e Unterschiede gilt| die Gldchung (212«) und (2130 aber für potE» 
tire und negatiire Unterschiede. Das allgemeine Bildungsgeseti tritt besoo» 
ders dentlicb aus der Gleichung (202.) hervor, indem sidi die hier gefim» 
denen Gleichungen unmittelbar aus ihr durch die Substitutionen fco — 1, 
^^9 — 3, • • • • statt m ergeben. Diese Gleichung enthalt das allgemeine 
B]ldungsj;esetZ| woTon die bekannte BernouHiscbe Reihe ein besonderer 
Fall ist^ 



Von den Abstiifongenu 

f. 45. 

Nach den in §. h abbestellten GmndxSgen besteht das Wesen der 
abstufenden Functionen darin^ dals die um die Zunahme verHnderte Fune» 
tion Too der ursprünglichen abgezogen wird# Demnach ist also: 

221 ^/ar «=:/a?~/(jr + Ax) = ~(/(x+Aap)~/x). 
Tergleiohen ^ir £ese Gleichung mit (133t) ^ so erkennt man letdity dals 
die Abstufung einer Function mit ihrem negstiven Unterschiede ?ollkommen 
zusammenfäUt« Somit sind die Abstulungen auf die Untersdiiede zurnokge* 
liifirt und ane weitere Untersuchung dieses Gegenstandes w3rde^ mit Aus- 
nahme der Functionen für den Sinus und Cosinus, bd denen eine verfln- 
derte Anordnung einen veränderten Zeichenwechsd herbeifnhrty einis Wie» 
dofadung des schon in der Lehre von den Untersdiieden Mitgetbeilten 
sein« Deswegen übergehen wir die Entwickelung der abstufenden Func- 

CMW'»iMMl4.1f.Bd.JUL Ha.4. 44 
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tlonen gani, un4 wenden uns mr Betrachtung des Ver&hrenSi das wir 
bei den bisherigen Entwiokluogen beobachteten. 

i. 46. 

Bemarkungsn ubsr die Ablalliuig dor tvfttefgenden Functionsm 

Wir haben bei den AufstuKingen und Untersohieden der Functio» 
nen die nttmlicben Ableitungs^Gesetze im AHgemeftieD aufgefunden^ wie 
sie bei dem Binoroium vorkommen ^ was aus den Entwickhingen (10., 
3. f 14., 28., 31. und 32.) und (121., 128«, 130., 131. und 132.) 
herrorgeht. Wir haben die gefundenen Ableitungsgesetse an die des 
Binondums geknSpft, weil diese schon bdumnt sind, und sidi das Un« 
bekannte Iddit an das Bekannte anknSpfen ISfst. Die Anr^hung die* 
aer Gesetze an die des Binomiums bt fedoch nidit wesentlich, sondern 
nur sufüllig, und mm erkennt bd nSherer Dhtersudiung leidit, dab alle 
diese Entwiddungen, die wir im Allgemeinen mit dem Namen Ableitun« 
gen beteichnet haben, gleichen Gesetzen unterlSdgen, ja selbst nur ipe- 
cielle FSlIe eines allgemeinen Gesetzes smd, Ton denen die entwickdte 
Darsirilung des Binomiums am bekanntesten ist, also zur Grundlage steh 
besten eignet« 

Stdltt wir zur deutlicheren Übersnht die Hatqpt^Entmcklungen zu- 
sammen, so ist für die Aufirtdungenr 



223. ' 





• . • •• 



X. = f^Jf.— r C-'^+=?^^^-— .(-i)ir. 



ju = ^-^+ f^"•■'•*i+ ^=^^^^-*J5;+. . . .; 



iir 4fo UütondiM.: 



A*X;«X.-^X_, +=2=^JC^ +,...(_|)-j; 



. • ..- 






w(w*~l) ., 



JQ + = A«ji;+=3==i/A«j[; 



• . • • 
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Bie Dnabhlfig^keit des BOdongtgetetaMi welcliBB diasm EntwiokIuiig«n 
so Grunde liegt ^ von dem des Bineipiajm wird iieh dadurch insbemn« 
dere noch ceigen^ dab die hier gegdienen Oarstellungen bei weitem all- 
gemeiiier iind^ ab die des Binomiums. 

IMe gefundenen Ableitungen nerfallen nVmlidi in awei Classen : in 
die für ein poritiTes m und in die inr ein negatiTea» Die Torzahlen^ 
welehe te ihnen vorkonimeni amd die numeriichen Ausdrucke der 
Verbindungen su If 2, 3, • • • «Elementen aus m Elementen,, so 
dsfs die Glieder der Entwiclilungen für die positiven m reraehen smd mit 
den Terbindungea ohne Wiederholungen^ die Glieder der Bnt- 
Wickelungen fBr negatire m mit den Terbindungen mit Wieder« 
holungen* Hierbei ist es gana gleichgültig, ob m ab Exponent, oder 
ab Stellenzahl cr«oheint« 

Hieran schliebt sich noch folgende Bemerkung : Ersdieint m in 
der zu entwickelnden Function ab Exponent, wie in (!^Xo, i^X^; 
ATX^t A^^o> so findet es sich m der entwickelten Darstellung abSteU 
lenzahl; erscheint es m der zu entwickelnden Functicii ab Stelionzahl wie 
in X^ , X«» , so findet es sich in den entwickelten Darstellungen als Bx« 
ponent, und zwar des Geschäftes, welches an der ursprünglichen Funo» 
tion Torgenommen wurde: eme E^enschaft, welche dem Binomium nicht 
zukommt« 

Vergleichen wir mit diesen Entwleklungan die des Binomiums in 
folgender Gestalt: 

und 



« •• • 



90 ist die Überstimmung der Vorzählen mit denen der oben gegebenen Ent« 
Wicklungen fihnlicher Natur nicht zu Tcrkenneo. Eben so deutlich geht 
aber daraus herror, daTs sie nicht so allgemein ist, und nicht so dele Vor» 
Änderungen zuJIbt, als die gegebenen. Denn die Elemente, worauf es be- 
ruh^ sind nicht TerBnderlich , also auch keines Wachsthums oder keiner 
SSunshme ßlbig^ Ja es zeigt sioh sogari dab des BFnoHilcm nichts an» 
deres ab ein speoieiler Fall .dieser allgemeinen Ableitungen ist, wie sich 
aus Folgendem ergeben wird« Legen wir nBmlich die Exponential« Glei« 

44» 
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chimg i(63«) mit ibrem Summeii- Ausdrucke 

au Grunde 9 und messen auf beiden Seiten durdi ä^^ so entsteht: 

Setzen wir hierin oss — ^ was geschehen kann, da o jeden bdiebisan 
Wertfi bedeute^ so gfiht obige Gleichung m folgende aber: 

.+-(i)-+=^)(i)-+....+(ir' 

Da alter [(^)^ » ^'"^^T^ "*> ^ erbalten w» bieraoi, wenn die 

gaoM Gleicbung nüt c"^ verrielfeclit und die Reduotion der Gxponenteo 
vorgenemmen wird: 

oder^ wenn ax=s1 gesetzt wjrd^ 

226. (c + ^r = c'»+yC^A+!i^!^ 
Diese Gleichung ist der binomische Lehrsatz ui der tfnfiMdbsten Gestalt. 



Die AUgemeiDbeit der gegebenen Entwieklungen zeigt siah fetner 
dadurdi^ dals sich der Taylorsche Lehrsatz, dessen Nntzlichkeil in der Ma» 
thematik iSngpt anerkannt ist, und dessen wir uns bisher mehreremal he« 
dient haben, sehr leicht aus der dritten Gleichung No# 213* ableiten labt« 
Setzen wir n&nlichJ!r„»s5/(^-|*mAx), und JE^ ss^dp, so ziehen wir hierans 

Nehmen wir die 2riil m unendlich grob an, so iirird sich auch dieRribe 
auf der rechten 8i^ des Gleichheitszeiohens in eine unendliche Gfieder- 
Anzahl ausdehnen« Wird aber m uoendlieh grols, so rerschwinden die 
endlichen GrOlsen 1, 2, 3, • • • • im TerhSltnils zu dem UnendUdigro« 
laen, mit dem sis hi Verbindung stehen, und die yorliegende Rahe gewinnt 
folgende Gestalt: 



/(ar+niA^) -/^+mAA+i^AV^+!!L^ + . 



•• • 



• ••• 
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Iq dieser Gestalt kann ans aber die ^vorliegende Reihe zo keiner Anwen« 
düng dienen | da m i^ jr ein UnendKchgrolses bedeutet« Um nun aus mhx 
eine endliche 6r6be zu erzeugen^ lassen ffir äx m das Unendlich* oder 
Terschwhidend-Kleine: dieDiflPerenz d^ee in das Diffcrenzial Bx übergehen. 

Dann wird zugleich Bfx^s, /f^ ^ und (^^U * +****> w^d wfr er* 
halten 

Setzen wir nun hierin mSxssk als eine endliche Grobe^ und berSck« 
sichtigen, dab mdxszk, m\Bxy^i^, m\dxy=Lk^^ so erhalten wir 

227. /<,+ *) «/x + -y^^ +^^j5^ + j;53^ + 
OieM» ist die Taylonolie Reibet 

Ganz auf dieidbe Weaie tSkl sidi andi folgende Gleidiung aUeftflo 

(We Fwtoelni« Met ia ilttitw Bairit.) 



• ••• 
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25. 
Note sur I'attraction des sph^oides. 

(Pu Vr. Pagani, prot ord. Ii li fuvM de« idmices de runirtniti d* Ll^e.) 



Vionrid^ns une inaste gneleonque M de grandfiur finte^ dont tom les 
pointe itiat^rielt m\ ...... exareent une attraotion sup un point m. Sc^nt 

Xf y% Zf le« ooordonn^es rectangu/aires de m; 4p'> ^^ tf, oeUes de m'. 
Si I'on fiit 

las eomppitntca de rattrtetion Ifewtoninnie de la maf ie ilf rar le point m, 
paraB^ement A J'axe des x, sera 



i^in. 



le fisne «S s'^teoAmt k k maise entidre« On mraft das expressions ana« 
loguet pour Je» deuz autres composante« F et Z^ en cfaangeai 
dx en i/y et en dz^ 

SuppoBom d^abord qua Ie p<Hnt m ne fasse pas partie 
ilf e En posant 

r^3^, X'^-j^m-i 1--*«.; 
an aura las relatfons sirfTaBtese 



l. X 



3. X'+r + Z' fi= 0, 

Ponr juger ee qoe deriennent ces ^ations lorsqoe le point m 
ftiit partie de la messe M^ d^mpoBons eelle-oi en deox partiesi dont la 
prenkidrei oomprenant le point m, poutra^ en g^^ral, toe suppos^e eg^e 
k nne tr^s-petite aphdre bomogdne ayant une denaitd f ^gale i la den* 
bM de la masie an point m« 11 est 4?ident que les equations pr^ 
eedenies anbsbterons enoore ponr la seoonde partie de M. Par eona^- 
qnent le probidme se iddoit d ezaminer A quoi ae räduiaent las fonnotes 
prec^dantes dans Un cas o& le pobit m fait partie d*une sphdre honn^neb 
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Pour cda^ pla^ons rorigtiie des coordlonn& au omtre de la spliire^ 
et subatitituons lea ooofdonn^ polaires au pr^o^estes; nous aurons ees 
formules : 

u a /(r»~2rr'coi0'+r'*), y = 2v^.S^r^dr' Bin9'd9% 

^ dr • r dr* 

En ex&utant lea int^grations indiqii^s^ on trouve: 

V. le point m i\mi dans rint^rieur de Ja aphdre dont le rajron 
eat 9f 

V = 2ir^(a»— ^), Ä = ~|7rjr, W = 0| 

2% le point m ^tant k la aurface de la apli^re^ 

r»firfr», As—for^r^ Ä' sa a 
Mbintenant il aera aia^ de r^soadre la question que nous noaa 
aommea propos^e. On Toit premiärement que^ dana le caa de t<,u^ on 
doit avoir 

Par eona^quent lea ^quations (2.)^ (3.) derront 6tre remplactea 
per la auintiite: 

. dX.dY.dZ . 

ou bien 

Deuxiemementf aoit ar s=: r« H paraitrait d'aprda noa formulea que 
Ion devrait ayoiri an lieu du premier ayatdme d'iSqimtiom ^ la aeule ^«jua« 
tbm (4«). Maia il y a une remarque importante ä faire; c>st que Tex« 
^eaaion A ss —* 4 ^ f ^ n'exprima paa r^oureuaement rattraotion de la 
^lidre aur un point mat^rlel de sa aurfaoe. En effet^ a noua d^notona 
par r, le rayon de la aurface int^rieurei et par r+dr^ le rayon de la 
aurfaoe ext^rieure de la couche dont le point m fait partie; Tattraction 
de la ^h^e aur ce point eat^ comme on aait^ 

R c=s -«49^r--^2^^rfr« 
Si Ton arttt aeulement pour objet de caiculer Tattraetlon de la 
Sphäre aur un point mat^riel de aa aurface , la demiere valeur de il ae 
oonfondrait areo Fa pröc^dente« Maia il n'en eat paa de mdme^ loraqoe 



344 35^ pMf^mt^ MAr 9yr TmitraetUm des Bpkdroi'des. 

PoB f^ul companer eetle aclioii aTeo edle qin aurait lieu fur im point pose 
rar b spliereff 0» trouve filort que la noarelle action Bg est donnae par 

la foftnulo 

fii = — l«?(r+^r). 
Partaat 

Ea eiDplojaiit oolto derotöre valcury od frouve 

U r^aidte de ranaljBe que um» venom d^expcaeri 
1% qa*on d^ignant par —^ , Talf raction d'im ^h^roSde aur im point 
mal^rM m, d^mpowSe paraHäement ä Faxe dea x, oo doit avou* 

•• ;?P^ + 7?P:'^-7I^ = °' ou=-2arf, ou « -4irij, 
aelon que le point m est en debon du apb^roide^ ou 4 aa aurfiKse^ ou 
dana aoo iut^eur« Cea r^ltata ont 6l4 dtfmontr^ poor la preoirfdro lob 
par M# Pirff aon* 

2% H faut ajouter 4 oela que^ dam lea deux eaa ex(r4mta, la 

foMlioii ü est 4gda 4 rint^ale S^, mda que cetta 4galil< na aulmt» 

ploa poor le cas ou le pmut m est 4 la auftoa da BfMffSde. Dana toua 
les cas r^qoatioD (3.) a toujoura Heu. 

3% Lorsque Ton se propose sealemeot do ealeuler rattraotion d'iiD 
spli^rcSde sur un point mat^el de la eaudie auperfieielle^ on peiit em« 
^ojer indistinctement Tune cpieleonque des ^quations (0#)# fl est ^iden^ 
en ^e^ que le eas ou le point attird est min6 4 la snrfiMe du corpa atti«> 
ranty peut 4tre regard^ comme la Kmite des deoz antrea. Aom, la se» 
eoode Taletir de la fouction qui forme le prämier membre des iqm» 
tions (6.)^ est eile mqjrenne entre les deux airtres Talews» 

4\ Si l'on ne £dt pas abstraction des quantites infinimeirf petitca 
Tii«»4*Tis des quantitä finics, l'attractton d'une sphere homogene sor un 
point mat^el, est la plus gründe possible, lorsqoe le potnt attir^ fiut partie 
de la suribee de la sphere* Dans ce casy la foneticni qm exprime rattrao» 
tkm est nne fimotion discontiuuc: et pour ealooler sa diflGftrentiefle. il fimt 



tenir compto, auant et apris taceroissement de la variable^ des fermes 
dornt la vateur est ipfiniment petite. €• hSt anahrtigue nie paratt digoe 
de fixer rattention dea g^omdtrea. 

5% n reaulte de Paoal/te m^ine de ML Poiesan^ que ai le point 
m ^tait au sommet d'mi poljddre attirant^ il faudrait aubstituer aux se- 
cx>iidi membrea de l'^atioo (0.) la .quandt^ -~f»> en d^notant par m 
le quotient de la aurfiMe ^li^*que« intercept^ par Tangie aolide doDt le 
aomtnet m est le eentre, divia^ par le carr^ du rayoa« Ges oaa tingu* 
liers ODt 4t6 Signal^ d'abord par M. Ostrojffwky. 

6% Enfin, il me semble que M. Paieeon a d^montr^ d'une mani^re 
trds ing^iiieuse qu'en posant 

on devatt aroir^ aelon lea cas ap^cifi^ plus haut^ 

mais il ne r&ndte pas n^essairement de sa d^moastration que feo doive 

avoir toujom's Xi=s-^Ä j^» rto. D'un autre eAt^» M. Oetrogräeky 

d^mcmtre, en suiFant une m^thode diffS^rentei que Poo doit aToIr^ seleo 
ies easy 

mais ff lie fait pas voir quelle est la relatioD eutre Ies qnantit^y X^ etc«, 
et fint^rale que dous avoos d^lgn^ au commeiioeroeot par F. 
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346 21. C. Gs J^Jao^ht, dt/hM. epniinwtim fuam iniigr. f r'^Bx evotvere lioo. 



26. 
De fractione condnua, in cjuam integrale /^ e'^'dx 

cvolvere licet. 

(Amt. C. 0. J* JiuM, fud, mti. matli. R«giom.) 



Integrale pn^odtmn, cnios in fraotionibus oodestibus el&iiiie quaestioni- 
bi» oniB est) ai* hapUice (Ht C. T. IT. L. X.) in firaotfonem oonttnnwn 

erolotum dedit lequenteni) ponto ; a iäex* 



1. r «r^^Bx 



2» • 



1+-^ 



i+ 



S 



1+ 



3£ 



l^H« 



I>emonstratio tunen viri com per seriet ^Tefgentes procedat, liodie vix 
probabitor; qaae boo modo aocuratior redditur. 
Statoamus 

2. V as e^J^€^Bx, 

habemuft dlfferentiandoy 

ijnaSL aequatione iterum n vioibus diflforoitiafa, prodit 

äve ponto 

fit 

«• («+t)i'*» ■* 2afV,H- aiVal w* as 2«t;— 1. 

Ponro porito 

fit e («.)t 
Unde proflhnts 
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seu generaliter 

8. —-Ol f + 






8£ 






ubi 



•• y-n - (-ir2^ i.ä.iif;:.j^ . 

KL £^«« .«ri^ nloM. vMrihm. I|N». 1. M»p« »Ofairt 

inter duM ralores fraoäanis contiiroae m proxime inseqnentet; quod ut 
lociim habere iatdligatiir, probare debebat, quotieBtes neglecCos 

idem eigDum servare» Qood per e?olutioiies ia terieni non ita ÜMÜe pro« 
bas; sed eont^, d AffiBienlialia ipdiis v per integraUa definita exhibea» 
Habetur enim e (2*): 

10. V a ^f^^^i = ^f^^''^^^^* ^J^ht€^r^^ 
linde 

12. ^v:. ir^Tr^J^Bnt^xTr^, 
imde etiam 

qme Mmper ert quantÜM poiiliTa. Und« tpoate flai^ quod fW^lMiri debe- 
bat» qpofieirtan negleetmn et ipsom semper esse positmuu. 

Reg. 30 luni 1834. 



45 



348 27. Note $ut Im form, trie* d§ Qauf$ H de Neptr. 



27. 

Comment, dans la trigonom^trie sphdrique, les formules 

de Gauis et les analogies de Neper, qui en dcccHilent, 

peuvent dtre tir^es immediatement et facilement 

des formules fondamentales. 

(r«r r^ditenr.) 



Jues oot^ d'un triangle qpb^que queloooque ^tant d^ign^ ptr a, i, c 

et aes oogl«» pur A, Bf C, ob a, oomme ob sai^ 

1. oMasuBsinC— 00»^ sss ooaBoosC, 

2» cota — conAüabüac &= oos6cosc, 
et 

9 %mA ___ rittB . _. «inC 

•lua »MO uoo 

La troisidine de ces formult* fondamentalet doBBC^ oi imdtlpliaBt : 

•ia B »{« C Mii..^* 1— cot^* (l+cot^(l--co»^ 

•Safttia« siaa* 1— co»«* *^ (l-i-eos«)(l— cot«) ' 

Ott Uen 
4. rfoBiinC<l-f oo8«)(l— oosa) «ss sinAain«(l + 0M^l— oos^O» 

Combinona pur faddition cette ^qtiatien et lea deux ^quationa 

5. (1— ooi^(l —ooi o) s=s (1 — coi a)(l — cos^, 

•• (l-|-co»-^(l + oos«) 5= (l + oosa)(l+oos^, 

et per tu soustraetion la mtoie ^uatioa (4.) et lea deux ^qiiations identlqu*» 

7, (l+oo«^(l— eoaö) as (l-.ooaa)(t+oo»usO, 

8. (1—008-0(1 +«>•«) = Ö+wae)(l--«oa-^, 
nooa auroBa 

[1— cot^+<inB«iaC(l-Hota)](l— com) ss [1— cosa+»iB>tiBe(i-|-ciMu:0](l.eo«-<), 
[14«0ft^«iaBtiaCll— com)]U+co**) ^ ii+f:o$a+ünb»i»o(jL'~eo*A)}{l-^<o»A), 
ti+eofcrf— •taBtiB0[l+«OMi)l(l— com) =s [1— cota— •iaftaia«(l--Ma-<)2(l-fcoau4)b 
11— «oUf— tlaJItlBCCl— com)](1+com) «ss [1+com— «iBft«iac(14«o«4)](l-.cMil>» 

Bn anbstitaant dana oea equotioos les ^quations fondamentalea (1.) 
et (2.) on trouren» 
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(14-c«»BcMC-f«iaB«iBC)(l->cM«) s (1— cMBcM«-{-dii&tiao)(l— cm^), 
(1— CMBcocC-f tiaBeuiCXl+CM«) » (14'ce»ftcMe'|-tiii(«uic)(l-)-cM.itf), 
^— cotBcpsC— daB«iaC)(l— cota) es (1 — to»hto%c-^tbkh^e){i-^«o§jt), 
(i-|>co«B«MC— •ioBsinOCl-f'Cox') ^= (14'CC8&cosc — tin&alne)(l— co>i4)> 

Cel8,,en rerta de formules goniom^triques oonuues» se r^duit «l 
(l+0(»(B— C))(l--coa<r) ss (l--GOs(i + c))(l«-o(M^;, 

(l--0OB(ß + C))(l+0Oia) SÄ (1+C08(A — C)) (1+008^), 
(1--«0«(B— C))(l— 008«) aar (1— oog (4— <?))(! -f-OM-rf), 
(1 + C0S(Ä+^))(1+C0«tf) = (l+OM(i4-c))(l-C08^), 

et« en Terttt d'autres formales goniom^triques connues} ä 

4co8i(B— C)*8iiiia* = 48m§(5 + c)'8hi|^» 

4 sin 2 (B+ C)* cos ia^ s= 4ooBi(i—tf/oo8|^', 

4 sin I (B^C)' sin ie' » 4sioi(6~.c)'cosi^, 

4ooiif (B+C7)>cosia* s 4eo8i(6+<r)?sinf ^; 

on bien 4 

0. ±oo8i(0*-C)8inia =a Bin|(A-f Oiini-^* 

10. ±suif(B4-C)oo8ia 8 C08f(6— c)oo8f^, 

11. ±sui|(B~e7)8inia ss 8mi(6— c)oo8i^, 

12. ± 008 f (B + C) 008 i e es COSi(d + 0)810 f^. 

YoÜlS les iquationt de Gaufs. 

Ed diTisant (11.) par (10.), (0.) par (12.), (ll.)pv Ü^) ^ i^^) 
par (12.) on trouvera les anafogüs de Neper, saToirt 

"• S|^?§T*"H« = ±tai»gi(Ä~c), 

15. ±teig|(B^C)c=||^ff^oota»gi^, 

16. ±tMigi(B + = ^|g^cotangM. 

On Toit qa'il Ceiut faire tttmlion A rambiguit^ des ugaea^ taut pour las 
Kations de Gaufs (0* — 12,) qiie pour les analogies de iVe/r#r (13«<~16«). 
Berliiiy au mois de Mai 1834. 



SSO 2& Ptigani, d/moiuinUon fCun Ai/orhne i€ Lambni. 



SS- 
Demonstration dMn theor^me de Lambert. 

(P«r Hr. Fagmä, piof« ord, k U faenlU d#t acitiietft d# Vunir^nbi cU LÖfe. ) 



Oo Mit que Lamhert est paireDu d g^ndraliMr le tfa^rdme d'EuleTf 
relatif A la parabole^ par des oonsid^ration mg&mwMm puis^ dans la 
tb^rie des aeotiom coniques« Plusieura g^m^trea aa womit oooup^ en« 
aiiite da mdme objet^ et panrinreDt ä dÄnontrer le beau th^rdme de 
Lambert ao mojren de aenlea transformationa algAriqtiea» hagrange en 
a fait le aujet d*uii m&noire icirt iotdreiaaiiti publik dans le reoueil de 
fAcad^mie de Berlin pour Tannde 1778» 

Le mdme th^oreme eat ddmontrfo dana la MeemiqH$ miafyliqueß 
maia la demonatration de Lagrangef (Ami Ibnd^ aur les forronles du mou- 
vement d'nn corps attir^ Tara deux eanire fixea, ne me aemble paa la plua 
simple ni la plus direote dea d&nonatrationa« Eo modifiant convenable« 
ment la marche sui?ie par Lagranife je suis anri? ^ A une d^monstraticiu 
direote du tbdordme qui iait Tobjet de oet artiole« Persuad^ que la de- 
monstrdtion k laquelle je sws parranu, est une des ploa sioiples que 
Ton puisae donner de cet important tb^rdmei j*ai oru que les leoteura 
de oe Journal ne aeraient pas (aeb^ de la Toir j oceuper nne pe« 
tite plaee. 

Soient; M le aoleil ; m la plannte dont ont eonsid^re le mouTe* 
ment relatif au premlw eorps; m* un lieu ddlennind de la planete; et 
fi la aomme dea masses du solail ^ de la plannte* 

Deaignons par a^ la distanoe mojrenne de la plannte au soleil, et 
par t le temps dcould depuis que la plandte a quitt^ la position^m^ 

En poaant: Mm^m^h, Mm^ssr, m^m^sq; angle m' Mm^=^% 
^ en Cusant^ pour abr^er^ 

1. a = lad^f 
les dquations du mouvement relatif de m sont ; 

2. dr'^rU^ = a(f — i-)» 
3t d{fd^) = 0. 



26. Pmgantt idmmMrmlim tTun A/orimt W« Lan^trt. 3S| 

L« triaagto m'Mm not» fournit la relaüon 
ffcA Aant dMforenti^ nont don2«ni 

" V14** > — (A* 4- r» — f »/l • 

En sttlwtitiiut oette rtkut dtnt l'^quation (2.), il« tera aiitf de la 
mettre sou» oette forme: 

5. ^»r'rfr' + rYrff»— (r»+^»— vl»)rrfr.frff 

OifereBtiom l'^quation (2.), «t d^TeloppoM P^qutioa ^)t noiw 
Mirom 



r» » 



0. 2drd6+r.d^6 «s 0; 
et en elimiiwiit d^9f 

7, rdl^—^r « -. 

En combbtBt oette ^ledon «reo r^etion (3.) <ni trouve 

d.rir JL^JL 

a r "~ « • 

Eafio, dSffifirentloiu deux fois de suite l'^quatiou (4.)» et, en ^rd 
aux relatioBS (4., 6«, 7. et 8.), nont aurons sans p^e 

Cela p08^, muHipUottt T^quation (8.) par ^d^, et T^quation (9.) 
par ri/r; la somme des prodoits sera int^rable; et en obRenrant qua 
I'on dmt aroir en mdme temps f = 0, rtsshi l'int^rale aeni 

10. T"^ *=» 2^ Wi *• 

Efiminona entre eett« ^qoation et l'^quation (5«) le prodoft rd^.^d^i nout 
auronsy apr^ lea r^aotions. 



r*f* 



L(;^+ j'+Ä'+Gr'j' -2AV — 2Ä'f'). 



En mnitipUant toni lea termet de r&piation (10.) par ±2r^, et en ajou- 
tant le prodint d la demidro ^quation, on trourera 



^2 9B' PügaM^ äÄnontirMon dCim ihAn^hne it Lrnmheri. 



- K K** ± ?>*-2 *'^''±f)' + *'>'• 

Posom, pour abr^gei', « ssr-f ^^ «-sar— ^; «t ooim dMoirons de 
b dernidre eqiiation> les deux suimntet 

d'ou I'OD tir« suooesriremflot 

«li ^ dt 

(,-»)V'(*+»-4^(.+A)') (•--*) J/^(<r+A-±(*+»)«)* 

(•-Ä)y(s+A-^(#+*)*) (^-Ä)F(<f+Ä-5^(4r+Ä)*) 

Eo retranohant de oette dernidre ^quation la pr^o^dente multipU^ 
par A'; oa aura^ aprds la aappresnon da diviMur oomimiB s — h^ et eo 
porant, pour plus de aixDpKctt^ 




la ibrnittle 

qui renferme le th^ordme de Lambert. 

Les cpiatre formulea qui pr^o^dent lea deux dernidres^ ooiacideiit 
avec Celles de Lagrange ^ iauf la eorreotion 4 a au lieu de 2 a que l'ao« 
teur de la Mecaaique aoalyüque a ^orit per inadvertabee. 

Liege oe 21. de F^vrier 1834. 



Note sur la conyerston des series en produils oomposes 

d'un nombre infiiil de facteurs« 

(jfit Mx. Stnn, dort, «• pbil. k GMldngM.) 



JuttBt donn^ une s^rie 

•a peut la oont«rtlr bun^diatemeiit en im produit. Ba dfet on a 

Cette formule li simple ^ &i triviale mdme, ni^e pourtant k des rdtultata 
remarquablesa ComlidtahMf per exemple^ la atSrie coniiue 

^ =» ' "^ 2^ "^123+ 17231 + 1.2,3 4.4 

En j appliijuant I& formule (2.) on troove 

3 fO 41 206. 



• • • ß 



^ "~ 2 '9 'WliOS 



• • • « 



cxpresMon quon n.'a?ait paa encore trouve, je orois, jusquii pr^nt, par 
quelque autre voie# Im M d'aprds Jaqaelle ae forment lea dirers facteura 

de ce produitj est evidente» En eflPet le n^* faoteur ^tant := ~, le /i 4-1^^ 
sera 

De le m6me manidre on d^duit de la s^rie 

log2 s i--a.^— ^4-^.,.. 
le produit 

i g i4 94 444 
2'1^'4,5Ö446.94*'* 

Ici, le n^ faoteur ^nt =-=-, le ä+1^- sera =<il±^J^. 

J'ai d^ji trouT^ ailleurs des produits semblabtea % et il ne serait 
pas difficiie d'en indiquer eneore beauoonp d'auires. 



mfi 



«) T. 10. cah. 3. pg. 27S* da ce ioucu. 
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354 30. Stern t cMver^Un du s^riti en jnroduiis. 

n 7* t li Mmorqaer que les «xprassionfi (1.) ^ (2*) tont ideotiqiMii 
creit«A«dire| que ti Too ajouto un eertain nombre de premien termet 
de la 8^e doon^ oo obtient la ro^me valeur^ qu*on obtiendroit ea cel- 
üuläDt la valeur du produit oorretpondant par le niAme nomlNre de h^ 
teursy de mani^ qil^uiie a&ie eeiiTergeiite mine tenjoun i uo prodidt 
GODTerfent Per Im «ontid^ratiQiia pf^oddmitea il est enoore iMÜe de 
ohanger un produft eompos^ d'm Bombte mfini de fiMteon en ane 96n&. 
Car ^tant doim^ le prodoit 

t fi ?• •• •» 

qui en le eompare aveo la formule (2.)| et Poa troinrera 
ou 

^, a *7^> ^» — ».; *r^**** 

et Ton ae eon? ainora aitement qo'on aora g&i^raleineat 

ji I ^1 • ^t • * * * ^n>»t 0»***frm 

de nani^ qua le prodidt (3.) le traiisfomie daaa la a^rie nnfante: 
Gatte fonmile a dtd ä6fk doniide per Mr% fiMiM<iif ^). 

^f Wcj. toe Am! jte p{» 337. 




30. um, d* /tcteribut num. comp. digHOtom^. 



33» 



30. 

Tabula schematum, numeros auxiliares et regulär (ultra 

trecentas) pro facloribus primis (300 minoribua) {p) 

agnoscendis idoneas breviter exhibentium. 

(AoctoM Coroto /oft. Dt. Hm Lood. Goth.) 
(Tide im. XL ftM «.) 



p Sdienuu 

». (f), (to. 

9. U) 

7. (tV), (i?);(t?), ....(^r). 

42. (f .%.... (!t). 

11. (17), CT".'); (t?), (Tf). 

121. (TV). 

,, KtV), (T'r) (T^f). 

'^* }(?^7), (V . et). 

169. (tr)(m^'). 

^^* krt), 0/7), c:»?), (?t). 

289. (tT). 

,^ icrf;, (r), (tu), 

^^* Kri)5 0/7); OVI); O't) Ol). 

361. (t!). 

., j(T«), er"), (tT') (7T) CT*/), 

^^* lo/t), 0!'7) (^t), (!t). 

.0 K""''),(t»),CT/'),(tr),crTx 

'• »0/7), Q'y^)* (Vt), (!t). 

,, KT*/)» et?), (7/), (t?), (tV), 

krt), (".'t), o.t) (?7). 

37. (+»,"),(•»«•—*»•*"•)>• 



^ (Coiitin.> 

41. (tT), (TT) (f7). 

j(t*f^, (Tf ), (t^ (7?) (4T), 



43. 



lort), o.°t), ofT). 



.7 i(T»^"),(t^),(7n(i?r)(t?), 

\lcT7), (Vt). 



Ut"."), c 

|. . . (V7). 



53«. a?)» 

cg J(7»T*). (t^. (t?), (7')(I?), 
10/7). (!t). 

^ Cr'^),(7''r"),(t^(7*.^... 

!• • • O»)» 



61 



ß, |(**?'"), (f.*), (7?), 

71. (t*^),(tf),(t^(t^);OT). 

73 l(tr), (7"^); (Ä. (i!«)! 

te);....(ty)t(7?). 

((t*!"), (»DOt), .... 0%), 
79. jo^y^), C%> (Tn), (Jn), (Vu), 

\(^.s}> (7.6 )> (4.11)» (7. •)> (T.s)« 

83. (t^, (tTO, (ff); .... CS), 
gg j(t*t*'^), Ct^') (fi*), (7?). 
te; .... (*t), (•'7). 



*) Naintni» N ^1000 qaoad 37 protetnr anmeram triam ziphnmim »«^iiliam 
nbttalMado E«. IT «962; fUL 962->888«74sb2.37. 

4«» 



356 



30» HUlt «It fmetoribui num. .c«inp. dign*$em 



101. {YTh (T"); 



!^, a«^^, (f?), CtT), 



103. 
10*7. 
109. 
113. 
127. 



(T*^"), (tV)j (rr), (t7). 

(t^), ('ri)(Tt);-(l^}. 
127». (tT^. 

131. rt), ....(tv), (t!?). 

(TV), (i'"); ....(u'J), (tu). 

(T^r) .... (tj/); ("?"t); (V".'). 
,.o i(T^"), (I*). (7T); 
^*^* i(tyi); (T'iöj (tj^), (,t^,T). 
151. (^t),....(i','), (t'Jf). 

"'• K^i^t), ("Ä); (T??). 



137. 
139. 



.CA iC* • )» (..»)...(u.8)»(wi)> (T.:)»" 

167. (t!'), a™);(VT)....(t!J)- 

173. (t!) .... (tV), (tiv), (tyr), (s?j). 



179. 

181. 
191. 



i(i«),(r«'r),(T4)....(s!V),(m 
to? (lÄ), (tiO, (j!!T). 

(.T)> •••• (T.9)> (i.j)* 

i(t^'), (W, (Vs>, (TÄ) .... 
i(ti'), (nlV); &X)» fTlT). 



4^a i(fi^,(ÄT),(i'!');(riT)...(m 
teU), (ÄIV), (ST), (tS), (t.^). 
197. (S^) (»(1S'>, (tV). 
199. (t'");(Vt), ('^t),rt)eic. 



211. 

223. 
227. 
229. 
233. 
239. 
241. 

251. 
257. 

263. 

269. 

271. 
277. 
291. 
283. 
293. 



jC7^; (n!); (nT); (TÄ); 

(i*?o, (t«?"), (An (5'T)» (7!V). 

(T*'»«),(nn(Ä^n;....(T^"). 
(r«^^^),(t^^),(Tt),(?i).(yi"). 
(7«^j («t), («T), (^«ft). 

(tr"), (4".'), («7). 

rs), (!V0, e*;^), (1^"). 

(fr), (1*^^^°^. 

(tT)(= (Tt).). 

(1!D. 
(-.7). 



307. (t!?). 



353. 
367. 
401. 
409. 
421. 
431. 
463. 
491. 



Schemata pro nonnulliB nunMtoit primis ^300« 

(™T), (Tt). 499. (t^), (t?), (?t). 

(^) dir). 503. 

(?T). 599. 

(TTO, (!?)• 600. 

(V't). 641. 

(tT). 661. 

(TT). 701. 

(Tl). 757, 



(?T). 
(?t). 
(Vi). 

(tT). 
(Tt). 



so» HUtt it f9ti«rAo$ num, evmp. digHo»e«iiS$, 



367 



769. 


(tr). 


2963. 


(Tl). 


799. 


et). 


2999. 


crt). 


857. 


cm 


3001. 


rj)- 


863. 


(Tj). 


3413. 


(?^X 


883. 


(Tt). 


4999. 


(VT), m). 


991. 


(t?). 


»9999. 


(tT). 


997. 


(t"'). 


5003. 


(«^). 


1003. 


(I'!'). 


5743. 


(Tt). 


1031. 


(?T). 


9091. 


(7^). 


1087. 


(IT). 


9901. 


(-?). 


1249. 


cn. 


909091. 


(7^). 


1321. 


ctn 


21739. 


(tT^. 


1373. 


(Ti). 


34483. 


(7^). 


1429. 


i-fT)' 


71429. 


(7V). 


1579. 


rr). 






1613. 


(7T). 


331. 


t? 


1667. 


(fT), (»1*7). 


3331. 


r 


1999. 


(tT)» «). 


33331. 


tr 


2069. 


CV). 


eto. 


•to. 


2381. 


(TT), (^Tt). 


223. 


Vt 


2521. 


et). 


2333. 


™t 


2551. 


(tT^. 


23333. 


'Tt 


2657. 


(tT), (Tt). 







<> 
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31. 
Zwei mathematische Bemerkongen« 

(Tm i»m Vtttm f, StrtUkt, Ob«Uhnr •■ CSUaliclMa BMi-Gfowafam ■■ B«lia.) 



I« BanArkuBg in der BnUrteheB AnflStnaftaetbode der 

biqutdratUoheo GlelebaBgen. 

lU Mi dl« OleiobuBg y+a0*'f-i«*+0«<f doO gegeben; dereaWwv 
mId durob X, s,t ««, «, bes^obnet werden mflgaa. Min eetae 

und luebe die Wunebi der euhisoben Gletobung y* -^ py -^ f ta 0, Die 

3 Wureeln diewr Oleicbung, jede um ||(3e*— 8i) rer meh rt , seien W, 
Bf C. Außerdem lel 

/ der reelle Theil der bneginlren Wurseh B nai C, 

m der CoefBdent von /*— 1» 

•• Iti 

- +V^-rf+/B-V^C-ie, 

« +^.rf+,r(?/-2/(/»+««))-*e,l 
» -/^+/(2/+2^(i*+n.^~ie. 





+ yr^+V^(2/+2/-(/«+iii^))-ia, 

Die Formela (1«) g^ten^ weon ji^ B^ C cedl und potHiT und i positiv, 
die Formdo (2.), wenn jI^ B^ C reell und positir aber t negatiT. 

bt A poeitivi B und C negativ, so gelten fSr -f*^ ^ Formeln 
(20 rar — ir die Formeln (l.). Ist A reell und positiv, JB und C ima* 
gpnfir, so gdten die Formeln (3.), wenn i positiv, die Formeln (4.)f wenn 
k negativ ist« 

II. Aaaljtisehe Auflösung der Aufgabe: 

Einen Kreis an finden, weloher drei der Lage und 
GrÖfse naeh gegebene' Kreise derselben Ebene berBhrt« 

Die MBttelpunete der dr^ Kreise sden A, B, C, die Radien dieser 
Kreise der Reihe naeh A, r, ^» die drei Seiten desDreieeks jtBC^ e, A, d* 
Der senkrechte Abstand des Punetes C von AB sei f, der seokreohte 
Abstand des Punotes A von f nm p. Der senkrechte Abstand des Mittel» 
puocu jenes gesuditen BerBhrongskreises, welcher die drei gegebenea 
Kreise ausschlielsend berGhrt, von AB werde durch y beseMdmet; der 
senkfechte Abstand des Punetes A von jr hiebe x, der Rafius des ge- 
suchten Kreises selbst Zp so hat man offenbar lobende drei Gleiobm^gen 
cur Bestimroiuig von Xf y und z: 

Aus den beiden erstm Gleichungen wird erhalten: 
«US den Gleiohungflii (1*) und (3.) toigjt 

* - srj+tSz:^ 2lft~rt '• 

■dl «*, l. (*'y-t *!2 4mA m, M wie 

[^l- + (A+()] duNh % ]|^ aonh y', ^^ dnnh /»', to «rbait 
ta aus den 6ldolniag«B 



.300 31. Strthtke, xwei mitthtmuUaeh« Bemerkung*». 

i^ CS- «'jT'-T-in, 

(or y folgend«tt W«rtfit 



Setzt nitti fBr ^^=^ J^ uod für 2^» so erbSTt man 

y = ^;r+B, 

Diese Wertbe in die ßleidiuog (I.) gesetzt, (ohren auf folgende GleiebuDg : 
aus welcher man erhält: 

±^(t-c'*)./"(--4fl'+(l-.0(l+^(Ä— '•)»-4c,-<Ä). 
Führt man io diese Glelcfaung die gegebenen €>r«>(seo iR» r, ^, p^ ff a, It» t 
ein, und bemricbnetft— r, A — ^ und i^—^ durah </» </« und o^, so erhält 
man nach den erforderlichen Reductionen: 

und wenn man den Nenner durch A' bezeichnet, und 

cd,—pd = /, 
/(O»— rfj.4»— d;,c*— d») a /W 
setzt, so erhStt man fSr x, / und z folgende AusdrScka: 

^* » «fi Jf t 

Ist ».B. Ä«r4i täS, f = I, A«6» f «=8» «^^ *0, so erhält 
mandsl, d,ss3, rf. = 2, 4»=ryB»4-7'Ä lOO, o» = 80, 4«-.c^sa40, 
und durch eine ganz leichte Reohnung, nach den zuletzt gegebenen Aoa- 

dröoken : 

. . 17 + V"{190i9) 
*** >i 55g , 

^ _ l8r£V-(l9019) 

y —HO- , 

* ^ . • 




31. Strehlke, 9wei tnaihemaiUcke Bemerkungen. Sjil 

Um die Bestimmongsstflcke des Kreises so erhalten, welcher die Kreise R 
ond r aasschliefsend ond den Kreis p einschliefseud, oder die Kreise R und 
r einschliefsend, den Kreis p* ausschiiefsend berührt, ist p negpativ zo setzen, 
und man hat fflr diese beiden Pille rf=l, <^ = 5, ^ = 4. folglich 

» =-2,5±[J-,/33. 

Ffir die Kreise, von welchen der eine die Kreise R und p ausschiiefsend, r 
einscbliefsend, der andere die Kreise R und q einschliefsend, r ausschliefsend 
berührt, ist d = 7, <f, = 3, d;2 = -4, folglich 

X = 4,3 ±^5- 1^(4641), 
y = 3,4+ ^ )/{4641), 

» = 1,5± ^ 1/(4641). 

Sucht man die Lage und Gröfse des Kreises, welcher r und q ausschliefsend. 
R einschliefsend, oder r und (i einschliefsend, aber R ausschliefsend berührt, 
80 ist d = — 7, rf, = 5, di = 2, folglich 

*= 5+^T?Jy(323), 

Anm. Man wird leicht wahmebmen, dass /m dem Prodacte dreier Linien gleich 
ist, welche auf den zweien Kreisen gemeinsebaftlicheD Tangenten Ton einem 
Kreise bis zum andern reichen. 

Berlin, im November 1833. 
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32- 

Lehrsätze, 

so beweisen, und Anmerkiingen so dem Anfsatse 15. im i weiten Hefke. 

zwölften Bandes dieses Jonrnals. 

(Von Herrn Prof. Dr. C Oudermamn %n Hünster.) 



1 . Ajd dem oben Tbeile der Flflche einer KngeU welcber dnrcb einen ho- 
ritontalen Hanptkreis begrentt vrird, können die l>eiden Endpnncte eines voll- 
kommen biegsamen, nnansdehnbaren nnd gleichmissig schweren Fadens AB, 
dessen Linge mit dem halben ümAinge eines Hanptkreises der Kngel Aber- 
einstimmen mag, also befestigt werden, dafs der ▼erindeiüche senkrechte Drack 
des Fadens gegen die Kngelflflche in jedem Pnncte noch einmal so grofs 
ist als die Spannung des Fadens in demselben Pnncte, d. h. jede 
dieser Gröfsen dem Sinns des Perpendikels proportional ist, 
welches von jenem Pnncte auf den horisontalen Hanptkreis ge- 
fallt wird. 

2. Der Faden berOhrt dann mit den befestigten Endpnncten A nnd B 
dnen Neboikreis, welcher ans dem höchsten Pnncte V der Hallikvgel be- 
achrieben ist, mid wird darch den tiebten Panct C desselben in zwei symme- 
trische Arme CA ^CB so getheilt, dafs der sphärische Abstand dieses Pnndaa, 
▼om horiientalen Hanptkraise dem sphirischen Radius jenes Nelienkreises 
gleich ist Diese Gröfse ist die eunige Coastante, wodnreh die Gestalt der 
Cnnre bealimmt ist, nnd mag der Parameter heiben. 

3. S^t man Ton V aas nach C nd noch nach einem andern Pnnete 
Jf der Genre die Leitstrahlen VC nnd YM, welche Terlingert den horiaon- 
talen Haeptkreis in D nnd P schneiden, so sind CD nnd JTP die den Absciasen 
e mid DP an g e hö r igen senkrechten Applicaten der Pmicte C nnd Jf^ nnd es 
kann sowohl die Ltage des Bogens CM der Gnrre, als anch der Umlt des 
dadvoh mit bsfreuleB Vierecks DCKP aaf eine einfiMshe Weise constrairt 
nnd die Lage den Haaflkreiaes angegeben werden, welcher die Cnnre CM im 
Pende M berthrt Mas Tcrlingere die AppBcnle PM tber P Unans am die 
eigne Linge Pm^PM, beachreibe aas m einen Nebedkreto aut einem sphft- 
riaoken Rmfins, w el ch er das Doppdie des ParaaMtera CD ist, liehe ans Jf 
nwei Haa p iki e is e , wdche dieaaa Nebenkreis berthrea, so ist der dne Ton 
änen, welchar den Nebenkreis in • berühren mag, nnd vom an d e r en kUkX 
nnlafjchiadan werden kann, nn^ eine Tangente der Cnrve CM fir den 
Pnnct Jf; ferner ist der Bogen Jfn immer noch einmal so lang, 
ala der Bogen JfC der Cerve, nnd lieht man noch den Hnnpt- 
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bogen mn^ so ist auch das Dreieck Jfmn noch einmal so grofs als 
das Viereck CDPM. 

4. Wird aef der Tangente Mn die sphirische Normale MN errichtet, 
wovon der borisontale Hauptkreis in N getroffen wird, und auch diese Nor* 
male um ihre eigne Lflnge MR^MN Aber M hinaus verlingert, so ist der 
Pnnct R der sphärische Hittelpunct des KrOmmungs-Ereises der 
Curve CM fQr ihren Punct Jf (wie bei der ebenen Kettenlinie). 

5. Der Zusammenhang zwischen der Abscisse DP und dem Bogen CM 
kann durch elliptische Functionen der ersten und dritten Art 
ausgedrflckt werden. Es werden auch andere Ausdrücke für die Gleichung 
oder Curve gewflnscht. Wird der Parameter durch a und der Winkel PMn 
durch it ausgedrückt, so ist das Doppelte der Abscisse DP s. B. 

Wie grofs sind die Abscissen der Endpuncte des Fadens , wenn o = 30^ ond 
wenn a = Wf ist? Die Berechnung der Coordinaten einiger andrer Puncto 
der Curven mit jenen Parametern wiren ebenfalls erwünscht. 

6. Construirt man die der Curve zugehörige reciproke Curve (man 
vergleiche die Aufgabe 4. auf Seite 83. am Schlüsse des ersten Heftes des 
12ten Bandes dieses Journ.)) so ist diese von derselben Art, als die 
ursprüngliche Curve; die Parameter der beiden Curven erginsen 
sich zu einem Quadranten. 

Das Product der Sinus der Applicaten der zusammenge- 
hörenden Puncto Jf und JT der beiden reciproken Curven ist von 
Unverflnderlicher Gröfse. 

7. Wird die Applicate des Punctes R der den beiden reciproken Curven 
gemeinschaftlichen Evolute mit if bezeichnet, der Krümmungs- Halbmesser 
MR ^ MN aber durch r, so ist immer 

sin ti = |^(sin 2 o . sin 2 r), 

und der Ansdruck der Abscisse des Punctes R durch seine Applicate ist 

f ^^ // sinn'— 8in2tt' \ 

8. Errichtet man auf RN in R ein sphflrisches Perpendikel, und zieht 
man den Hauptbogen NV, welcher jenes Perpendikel in k schneiden mag, so 
hat man noch RK um seine eigne Lflnge RJS^^RK über R btrians zu ver- 
längern; der also gefundene Punct S ist der Hittelpunct des sphfiri'- 
sehen Krümmungs-Kreises der Evolute für ihren Punct R, und 
also SR der Krümmungs-Haibmesser selbst. 

9. Werden die beiden reciproken Bogen CM und CM' durch $ und 
a bezeichnet, so ist immer 

tangt s tanga.tanga. 
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10. Wird der Unterschied der Abscissen der beiden Poncte M ond 
If dnrch A be^.eicbnet, so ist 

. C0B2a 

^ sin a cos a' * 

ond dorch diese einfache Gleichang also ein Znsammenhang unter ellip- 
tischen Integralen ansgedrOckt^ welche znr ersten und dritten Art zu- 
gleich gehören. 

11. Die Grundrisse der analytischen Sphfirik bebandelte centrische 
Kettenlinie hat nicht die Eigenschaft, dafs die reciproke Curve wieder von 
der^^elben Art ist. Bezeichnet man den Parameter der centrischen Eettenllnie 
durch a, die Abscisse und senkrechte Applicate eines Punctes der reciproken 
Curve aber durch x und y, so ist die Gleichung dieser Curve sehr verschie- 
den von der Gleichung der ursprftnglichen Curve^ nimlich: 

X = arc fcos = ^^°^ ) + tanga . ärcffioa = .^^ V 

\ coay / ' ® \ giny / 

Welche Eigenschaften hat diese Curve und wie können sie aus denen der 
ursprflnglichen sogleich erschlossen werden? 

12. Die Gleichung der sphärischen Curve, welche die Eigenschaft 
hat, dafs die von den Fufs-Pnncten der Applicaten in der Abscissen-Linie 
auf die Normalen gefällten sphirischen Perpendikel eine unverAnderliche LAnge 
haben, ist in Anwendung der Länge-Function : 

ir £^ ^ •1d» j tanga 

X = -7 — ; — , wenn cosi = -; — und cosy = r^ ist 

tanga sma ^ smy ' tangy 

Der Winkel l ist der, welchen die Tangente der Curve mit der Applicate 
macht; y ist der Winkel, welchen die Applicate mit dem auf die Normale 
gefüllten Perpendikel macht. Diese Curve gestattet eine einfache Recti- 
fication und Quadratur, auch hat sie einen Wendepunct und 
eine Spitze. Welche Eigenschaften hat sie sonst noch und welche hat die 
reciproke Curve? 

13. Der Druck, welchen die Oberflfiche ddr Kugel von dem Faden 
an seinen verschiedenen Stellen leidet (man sehe den Aufsatz 15. Seite 179 
im 12ten Bande dieses Journals), kann durch eine einfache Formel bestimmt 
werden; durch welche? Wie können die beiden Constanten h und k durch 
das Gewicht des Fadens und durch die Lage seines tiefsten Punctes bestimmt 
werden? Welche Eigenschaften hat diese sphärische Kettenlinie unter allen 
Umständen? W^ie heisst der allgemeine Ausdruck fflr den Krflmmungs-Halb- 
messer? Die Gleichung der reciproken Curve ist 

^ -~(t — h:t)d% 

^^^ (l-**)4ii*(l-»*)-(»-*.)*J ' 

und in ihr haben q> und z ähnliche Bedeutungen in Ansehung der reciproken 
Curve, wie sie in dem oben genannten Aufsatze in Ansehung der ursprflng- 
lichen Curve haben. Fflr A = hat die Gleichung dieselbe Form, als die der 
ursprünglichen Curve. Wie kann diese Gleichung gefunden werden? 



(hlUiun„dMai B<m.S4fii. 
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